
正値対称行列上の確率分布および

　　　それに関連する分布H

早　　川 毅

序

　統計的多変量解析に於ては，母集団分布として多変量正規分布

を仮定し，その確率標本により構成される対称確率行列，及び対

称確率行列の固有値の関数による統計量が使用される・多くの統

計量は標本共分散行列（の固有値）の関数として表現される為，

Wishart（1928）による標本共分散行列（Wishart行列という）の

同時密度関数の導出は多変量解析の発展に大きな貢献をした・

Wishart行列の固有値の同時密度関数は母集団共分散行列Σが

Σニσ21の揚合について，Fisher（1939），Girshick（1939），Hsu

（1939），Roy（1939）等により同時に独立に得られた．しかしΣ

≒σ21の揚合については出来なかった．また各種検定統計量の検

出力の導出に必要な非心Wishart行列の分布の導出も出来ずに

20年が過ぎた．此等の問題はJames（1960、1961a，b）により対

称行列のZonal多項式の導入によって解決された。1960年代は

Zona1多項式を使用して各種統計量の精密標本分布の導出が盛ん
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に行なわれたが，一方Zona1多項式を用いた分布（密度）関数

の級数展開表現は，Zona1多項式の具体的な表現が12次までし

か得られていないこと，級数の収束が遅いこと等により，実際に

統計量の分布の各種数表を作ることが不便であった．その為，統

計量の分布（密度）関数の漸近展開の必要性が強調される様にな

り，オーストラリア，日本のグループを中心として各種の方法が

提案され，実用に供される様になった．

　本稿は最近に於けるZonal多項式，不変多項式を使用して分

布表現を求める方法についての報告であり，特に1960年代まで

の主な問題については早川（1971）で報告されており，その後の

10年の発展について述べることにする．

1Zona1多項式

　1．1　Zonal多項式

　正値対称行列上のZona1多項式をJames（1961a）は群の表現

論を用いて構成し，Constantine（1963）によって多変量解析への

適用が容易になった．James（1964）はZonal多項式の基本的性

質，及び基本統計量の密度関数の表現をZonal多項式により与

えている．Farrel（1976）はZonal多項式の構成法についての適

切な導入を行ない，またSaw（1977）は新しい視点からZonal多

項式の基本性質を与えている．

　8をm×㎜正値対称行列とし，8ニ（sのの異なるπ＝寵（窺＋

1）／2個の元による乃次の同次多項式妖s）の構成するベクトル
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空間をみとする．

　このとき，実線形群研（η，E）による変換

（1．1．1）　　　S→LSL〆，L∈α（肌，E）

に対して，偽内の変換を

（1．1，2）　　TL＝砂（S）→（五9）（S）＝卯（L－1SL－「）

とすると，TLは巧内に於ける創（規，E）の表現となる．

　Thrall（1942）により，表現はσZ（鵠，R）の既約表現｛2κ｝に分

割され，各既約表現は唯1回ずつ現れ，

（1．1．3）　　　　　　　　7滝＝Σ①K
　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼとできる．ここで｛2κ｝ニ（2h，2乃2，…，2砺），Σ砺二冷，h》乃2≧…》

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
砺＞0．

　α（鵠，R）を直交変換群0（m）に制限するとき，巧は直交変

換に関して不変な多項式の一次元部分空間を含むこの部分空間

を生成する多項式を表現のZona1多項式という．このとき，

（tr　S）勘∈7勘　は

（1。1．4）　　　　　　（trS）乃二Σα（S）

　　　　　　　　　　　　　　　　竃
と一意に分解され・σ、（S）∈耽・この0．（S）を分割κに対応する

Zonal多項式という．

　直交変換に関する不変性より，

（1．1．5）　　0．（S）＝0、（珊E’），π∈0（m）

であるから，0、（S）はSの固有値の関数である。故に，E＞0と

するとき，

（1．1．6）　　　σ．（ES）＝0．（E1’2SE1’2）。
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　自然数々について，分割κ，ッを

　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　κ三（ん・，ん2，…，h犯），Σ概二乃，h》あ2》…》砺》0

　　　　　　　　　　　　　　じ＝1

　　　　　レ≡（r且2”2…あつ，レ、＋2ツ2＋…＋加F乃

とし，

　　　　　　　　　　3ノ＝trSゴ，ブニ1，2，…，駝

とするとき，Zon田多項式は

（1，1．7）　　　　　、Z、（S）＝Σ2、．εr312…曜

　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　z［，，コ（1）2禰
（1。1．8）　0．（S）＝Σo，．3！23§2…鍔＝　　　　Z．（S），
　　　　　　　　　　・　　　　　　（2冷）！

　　　　κ〔旗］（・）一（2あ）！葛（2嬉乃’一乞＋ブ）／重（2乃‘＋P一乞

と表現され，pは分割成分の数である．

　係数は直交条件

（1。1。9）　　　　　　Σβ‘．Oz、／2（㌃），＝δ醒2

　　　　　　　　　　　　ン
（1．1．10）　　　　　　Σ2、、6、ρ＝δ．ρ2（為）ρ

　　　　　　　　　　　　　醒

をみたし

　　　　　　　　　　　　　　　　2轍
　　　　　　　　　　2（乃）りニ
　　　　　　　　　　　　　ツ・！…ンμ2レ14v2…（2焉）助

である．

　Parkharst　and　James（1975）はZonal多項式を12次まで求め

ている，またvan　der　Westhuyzen　A・W・Gand　Nagel（1979），

McLaren（1979）はZona1多項式を求めるprogramを与えてい

る．

120



　　　　　正値対称行列上の確率分布およぴそれに関連する分布五

　以下でZonal多項式の基本的性質を証明なしで与える・

　（i）x、似瓢，丑∈o（㎜）とするとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　（去）、

＠Lの乱（廿x　（E）＝写颪α（x了）

　ここで，

　　　（αレ酔穿九（α）乃一α（α＋・）…（婦一・）

　　　　　　4（E）は直交群0（鵠）上の不変測度

である．

　（ii）五＞o，B＞oとするとき，

（・ユ・・2）盃㈱α（一）4（π）一α懸B）

　（雄）　E、m、mは複素対称行列とし，Re（R）＞0。

　　　　T，m。mは任意の複素対称行列．

　　　　　　　1　　　　　　　　1
　　　　む十砺＞一（窺一1），　％＞一（窺一1）十南1
　　　　　　　2　　　　　　　　2

このとき，

（・・…3）なtr（一ES）ISI即＋鱒q（TS）48

　　　　　　　　＝丁猫（む1髭）IRI一ε（ン、（2「R－1）

（・・…4）烏tr（一ES）iSl応刊）βq（　1）4S

　　　　　　　　＝∫玩（％三一κ）IRI吸o、（RT）

ここで，
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姦（61κ）一π一 械一 ）
聴1一形）一押）磁r（％一概一穿）

　（1．1．11），（1．1．12）はJames（1960，1961）によって求められ

た．（1。1、12）はSaw（1977）による別証がある．（1．1。13）は

Constanthle（1963）による．また（1．1．14）はConstantine（1966），

Khatri（1966）による．

　（1．1，13）をiSIむ一（m＋1）ノ2σ．（S）のLaplace変換と考え，IZl一‘0、（Z－1）

の逆Laplace変換は

（L…7）（2鵠）菰儒凶etr（SZ）IZI鷺1）4Z

　　　　　　　　1　　　　　　＝　　ISI君一（瀧＋1）∫2C、（8）．
　　　　　　　疏（6三κ）

となる．

　Constantine（1963）はZonal多項式を用いて超幾何級数を定

義している．丑，Sを対称行列とし，

（1，1，18）　　　　ρFg（α1，…，αplδ1，…，ゐglS）

　　　　　　　　　　。。　（α1）、…（αP）、0、（S）

　　　　　　　　＝ΣΣ
　　　　　　　　　陀＝o‘（δ1）醒…（砺）『　冷1

（1．1．19）　　ρ㌍）（α、，…，αplゐ、，…，ゐ9；8，丑）
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　　　　　　　　　一量Σ（α・》・。。●（αP）・α（E）α（s）．

　　　　　　　　　　配iO‘　（ゐ1）K…（δq）【　耐0‘（1”し）

とすると，次の様な超幾何級数に関する諸公式が成立する．

（1，1．20）　　・F・（S）＝etr（S）

（1．1．21）　　、F。（αIS）＝11－Sl一α

（L1・22）碓X・）一乱etr（卿（E）

　Kummerの公式

（1．1，23）　etr（一S）、F、（α；618）＝・F・（δ一α1ゐ1－S）

　Eulerの公式

（1．1．24）2F、（α、，α21δ；S）ニ11－SP一α1一α22F・（ゐ一α・，ゐ一α2；δIS）

　1．2　Zona1多項式の和の公式

　Sugiura　and　Fujikoshi（1969）は統計量の漸近分布関数の導出

に於いて必要となるZona1多項式の加重和を求めている，Fujiko－

shi（1970，1973）はこれらの結果を拡張している。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　乃の分割κ＝（恋、，碗，…，砺），乃、》碗》…〉砺，Σ概＝乃に対して，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞記1

　　　　　　ル　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

　　α・（κ）一揖礁一α），α2（κ）＝渥砺（4姥一6嘲3α2）

とおく．

　公式1．1

　　　　　　　・・　α（z）
（1．2．1）　　ΣΣ　　　＝slexp（3・），　Z＝1，2，…
　　　　　　属・（海一z）！
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　　　　　　　　。。　α4（κ）q（Z）
（1。2．2）　　　ΣΣ　　　　＝32exp（31）
　　　　　　　勘罵o鱈　　乃！

　　　　　。。　α1（κ）o．（z）
（1・2・3）　ΣΣ　　　　＝・｛31＋4s3＋32＋sl｝exp（31）
　　　　　彫iO‘　　乃！

　　　　　・・　α2（κ）o．（z）
（1・2・4）　ΣΣ　　　　ニ｛433＋3s2＋3sl＋3、｝exp（31）
　　　　　㌃＝o醒　　乃！

　ここで，3FtrZ’。ブ器1，2，…である．

　（証明）　Gamm＆関数の漸近展開式

（・・a5）1・gr（躍＋ん）一1・9厩＋（　一去）1・g…

　　　　　　　　　　　皿（一1）γB7＋1（ん）
　　　　　　　　　　一Σ　　　　　　＋0（岡一胴）
　　　　　　　　　　　γ司　γ（γ十1）が

はんを固定したとき十分大きい囮に対して成立する．．8．（ん）

は？・次のBemoulli多項式である．

　（L2．5）を用いて，

（1．2。6）（π）、＝r肌（π；κ）μ1鵠（％）

　　　　　一が｛・＋α蕩）＋斎｛3α1（κ）一亀（κ）＋為｝＋・（・／が）1

である．（1．1．21）より

　　　　　　　・一シ弔一撫繋葺α（z）

であるから上式を1／πの巾級数に展開すると，

左辺一exp（の助）［・＋｝＋論｛8が鞠＋　1｝＋・（・／が）］

　　　　　。。　が　　　　1。・　がα1（κ）
　　右辺＝ΣΣ一q（z）＋一ΣΣ　　　α（z）
　　　　　勘＝o　露　乃！　　　　　　　2πκ＝o　‘　　　な1
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　　　　　　　1　。。　　が
　　　　　　＋齋盈㌃｛3α1（慮）一α2（躍）＋乃｝α（Z）＋0（1／物3）・

　両辺を比較して，

　　　　　　　　　ゆ　　　　セ　　　　　　　　　　　ガ（L2．7）　　　　ΣΣ一（7．（Z）＝exp（のs1）
　　　　　　　　匙旱o‘乃！

　　　　　　　。・　がα1（κ）
（1．2。8）　　ΣΣ　　　α（Z）＝の232exp（¢s1）
　　　　　　　彪富o‘　乃1

（1．2．9）

　・・　が｛3ω、（κ）2一α2（κ）＋あ｝
　ΣΣ　　　　　　　σ．（Z）＝（8諾333＋3の431）exp（謬3、）．
　面＝o‘　　　　　乃！

　（1，2．7）をのについてZ回微分してのニ1とすれば（1．2．1），

　∬ニ1とした（1．2．8）の両辺に

　　　　　　　　π糀η
　　　　　　　　　　　etr（一沼幡1Z）IZIπ一（肌刊）ノ2
　　　　　　1「肌（π）IEIπ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
を乗じてZ＞0について積分すると，trZ2＝一｛20（2）（Z）一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
σ（1・）（Z）｝であることより，

　　　　　。。　α・1（κ）　　　　1。。　α11（κ）2
　左辺＝ΣΣ　　α（E）＋一ΣΣ　　　0．（R）＋0（1／％2）
　　　　κ＝o　‘　　な！　　　　　　　　2π七＝o　‘　　　為！

　　　　　　1　一η　1
　右辺二1一一Z～　・一［2（π）（2）0（2）（｛ηE－1－1｝一1）

　　　　　　π　　　2
　　　　　一（％）（12）σ（12）（｛πR－1－1｝一1）］

　　　一exp（3・）｛　髭（31＋32＋433＋3釜）｝＋・（・／が）・

両辺を比較して1／πの項より，（1．2．3）を得る．

　（1．2。4）は（1．2。9）より（1．2．1），（1．2．7）を用いて求められ

る．
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　（注）Sugiura　and　Fujikgshi（1969）・Fujikoshi（1970’1973）

はこれらの式を示す為に，

（1．2．10）　α、（κ）σ、（∠）＝tr（イ∂）20、（Σ）1Σ一パ

（1．2．11）　　｛3α、（履）2一α2（κ）＋為｝0、（∠）

　　　　　　　　＝［3｛tr（∠∂）2｝2＋8tr（∠∂）3］σ．（Σ）1ε＝4

を用いている．ここで∠＝diag（λ・，え2，…，編）はΣの固有値で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　∂
あり・∂は微分作用素行列で，（ゼ」）元は7（1＋δ‘’）砺であ．る・

これらの式はZona1多項式が或る微分作用素の固有関数である

ことを示している．

　公式1．2（Fulikoshi（1970））

　zは対称行列で，固有値の絶対値が1より小とする，

一z）一1とする．このとき，

　　　　　　　　・・　　（δ）、
（1．2．12）　　ΣΣ　　　σ、（Z）＝i1－Zl一δ・δ”1
　　　　　　　£＝1・（ん一1）！

　　　　　　oo（1，2．13）

（1．2．14）

（1，2．15）

（1．2．16）．

7＝z（1

　　　（6）．
ΣΣ　　　o．（z）ニ11－Zl囎δ・δ伽1＋”2｝
㌃一2‘（卜2）1

。・ α1（κ）（δ）、　　　　　　　　わ
ΣΣ　　　o．（z）＝ぼ一Z卜δ・一何＋（％＋1）η2｝
詫昌o、　　焉！　　　　　　　　　　2

・・ α2（κ）（δ）．　　　　　わ
ΣΣ　　　0、（Z）＝［1－Zl－o・一｛2”1＋3（26＋1）電
艀o‘　　乃！　　　　　　　　　　　2

＋3（％＋3）”2＋躍＋6（％＋1）”・”2＋4（2δ2＋3δ＋2）り3｝

。。 　α，1（κ）（δ）．　　　　　　　　　δ
ΣΣ　　　0．（Z）＝11－ZI－b・一｛2（2δ＋1）”！＋2（2b
加o‘　　あ！　　　　　　　　　　　4

　＋3）び2＋4”1＋12（2ゐ＋1）η、”2＋8（2δ2＋3δ＋2）”3＋砺
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　　　　　正値対称行列上の確率分布およぴそれに関連する分布H

　　　　　　　＋2（2δ2＋δ＋2）”1”2＋（2δ＋1）（2ゐ2＋δ＋2）び1

　　　　　　　＋8（2δ＋1）”・ひ3＋2（8δ2＋10ゐ＋5）り4｝

　ここで，吻二tr四，ブ＝1，2，…である．

　（証明）

　（L2ユ4）について示す。他の式も同様に示すことが出来る．

　（1．2．2）より

　　　　　　　　量Σα・（κ）α（S）一trS2etr（S）』

　　　　　　　陀＝o‘　制

両辺にetr（一彦1s）ISP『（鵠＋1）矧「凝δ）IZPを乗じて，s＞oで積分

し，7＝Z（1－Z）一1とすれぱ，

　　　　　　。。　α，1（κ）（ゐ）、

　　　　　ΣΣ　　　　σ．（z）
　　　　　准＝o‘　　あ！

　　　　　　　　1　　　　　　ヲ1－ZI一δ｛2（わ）（2）0（2）（7）一（ゐ）（・りq1・）（7）｝

　　　　　　　　ゐ
　　　　　　＝一｛酵＋（2ゐ＋1）”2H1－Zトひ。
　　　　　　　　2

　この導出法はFujikoshi（1970）とは異なっている．

　1・3　二項係数とBinghamの係数

C・nstantine（・966）は二項係数を拡張漸し噸係数（1）

を次の様にして定義した．

（・・3・・）α（・＋s）／α（・）一禽溜（：）q（s）／α（・）

ここで，P‘はZの分割σの全体を示すとする．

c・nstantine（i966）は焉一1（1）4，PilaiandJ・uris（1969）1よ
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乃一5（・）8について（1）を求めてヤ・る・

　Bhlgham（1974）はZonal多項式の加重和に関連して次式を示

した．

（L32）翻；）qll）一q（S）etr（S）μ！

ここで，ぢ∈P』，σ∈Pεである．

　また，（1．3．2）の両辺にetr（一矛1S）lsib需（叫1）厚／IZP姦（b）を乗

じてS＞0について積分すれぱ，

（・・3・3）就）（ゐ）壽（Z）一1・一ZI勇（聯（・一Z）枷

となる．

　（1．3．2）と（1，2．1）～（1．2．4）とを対比させると二項係数は次

の様になる．

　　　　　　　　　（1）一・・（（1））一彦

（（1））一告｛（1）＋偽（κ）／（（多）H2（1）一の（κ）｝

（（1））一尭［（1）一2（1）一壱あ＋乃砺（κ）一3砺（κ）＋告伽（κ）］

　　（（あ））一表［9（1）＋暑（1）＋争＋音肱・（κ）

　　　　　　　　　　　　　　　　一妥α・（κ）一妥α2（κ）］
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（（多））一尭［・（1）一音（1）壱一争α・（κ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋㌘α・（κ）場伽（κ）］．

Mukhead（・974）は特殊な分割に対する（1）の表現を与えて

いる．

　髭二（あ一ブ，ブ），乃》2ブとし，κ1ニ（為一ブ十1，ブ），κ2＝（為一ゴ，ブ十1），κ3

ニ（為一ブ，ブ，1）とするとき，

　　　　　　　　（㌘）一銑琶昌1讐＋1）

　　　　　（㌘）一2（譜≡鍔）・（㌘）一欝隊讐1）・

　また，履二（あ一ブ，1’），海一ブ》1とし，κ4ニ（乃一ブ十1，1ゴ），κ5＝（乃一

ブ，2，1ゴー1），κ，＋2＝（乃一ゴ，1’＋1）とするとき，

　　　　　　　　（㌘）一（乃一ブ砦＋2）

　　　　　　　　（㌘）諺鴇鷺落B

　　　　　　　　（κ㌃2）一（鵠葺11）・

　P（Z）を2の♂次の同次対称多項式とする，Bingham（1974〉
は（綱に対応する形で新し縣数（多）を定義した・

（・・3・4）P（z）etr（z）／z1一呂写（多）α（z）／乃1
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　（1。2．1）～（1．2。4）及び（1。3．2）を用いることにより次の様な

関係が得られる．

　　　　　　　　（傷＆））一（1）・（急）一（乃至、）

　　　　　　　　（二）号α・（κ）

　　　　　　　　（S急、）一壱（ん一2）α・（κ）

　　　　　　　　（二）一歯（α・（κ）一為）一壱砺（κ）一÷（1）．

なおBingham（1974）はPの5次までの対応する係数を求めて

いる。

Binghamの係数（多）一て1ま次式が成立する．

（・・3・5）3τP（z）一
サ7）4．忍（争）α（z）

（L3・6）（Sる）一（触7蹴）（夢）・σ・郡》な＋帆

　さらに，σ∈P8，艇」（3に対して，

（瑚
溜（1）（秀）一（1二1）（多）

　これらは（1、3。4）及びs伊（z）etr（z）／（あ＋7）！の関係より容

易に得られる．

　特に，P（Z）ニα（Z）とすれぱ，（1，3．7）は

（L3・8）
麗（1）（1）一（1二1）（1）
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となる．

（1・3・8）で，一す繊（（1））一・であ　ら・

（・・3・9）　　湯（1）一（！）

となる．

　（1．3．9）は（1．3．1）でS＝」p1として，がの係数を比較して

も得られる．

　（1・3．5）に於いて，P（Z）＝32，3132，33と置くことによりSugiura

（1971）の結果が得られる．

　二項係数の重要な適用は，Zonal多項式（変数行列の固有値の

関数である）の偏微分操作を行うときに用いられる．

　あの分割κニ（為1，乃2，…，観，…，砺），砺〉碗≧…≧砺〉0に対して，

砺≡（h，碗，＿，砺十1，…，砺み）ンκ（乞）≡（砺，砺，…，h－1，…，砺）　とし，

乃・≧碗》…》観＋1》…≧砺，h≧焉2≧…》島一1≧…》砺をみたす

とする．

　　　　　　　　　　　　　　　m　∂
　丑二diag（R1，E2，…，R鵠），εニΣ一とおく、このとき，James
　　　　　　　　　　　　　　　固∂島
an（l　Constantine　（1974），M：uirhead　（1970）　1ま

（一・）εα（R）／α（・）一慧（κ篇）伽（E脚）

を示している．

　　　皿∂
　εs＝Σ一を　　　‘i・∂S乞

　　　　　五
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ　　　　　　　　　　　　　　　　　。。　0．（R）α（S）
　　　　　　　etr（E∬S∬）d（丑）＝ΣΣ
　　　　　　（彿）　　　　　　　　　　比＝o躍　0、（1）ん！
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の両辺に適用して，σ．（S）の係数を比較して，

（・・3・・）鯛α（E）一（為＋・）tr囎

となる．

　Zonal多項式の偏微分については1，5節であつかう．

　1．4Zonal多項式の積

　Hayakawa（1967），KhatriandPiHai（1968）は二つのZonal

多項式の積を高次の多項式で表現する為の係数を導入した．

　0。（S）は乃次，α（S）はZ次のZona1多項式とし

（1・4・1）　　　　0、（8）q（8）＝Σ娠、（為（S）

　　　　　　　　　　　　　　φ
（1・4・2）　　　　Z、（S）Zλ（S）＝Σあ、艦Zφ（S）

　　　　　　　　　　　　　　φ
とする，このとき，φは∫＝乃＋♂の分割である．

　喝の一般表現はRicha■ds（1982）により求められた．Davis

（1979）は別の視点から一般表現を求めているが，これは後で取

り扱う．

乃の分割の方法として，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　κ＝（乃1，碗，…，砺），乃1》碗≧…》碗》0，Σ乃蛋＝乃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
　　　　レ＝〈1レ12ツ2…砂，レ、＋2レ2＋…＋軌＝乃．

　同様にして，Zの分割を．

　　　　　　ρ＝〈1ρ一2ρ2…Zρ犀＞，ρ・＋2ρ2＋…＋♂ρ、＝」

とする。
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　記号の簡略化として，次を用いる．

　　　　　　レ！＝ッ1！レ2！…レ㌃！　　レ1ニレ1十レ2十…十ソ勘．

　　　　　　レ＋ρニ〈1卿1，2卿2，…＞

　乃の分割κとレに対して，微分作用素∂．を

　　　　　　　　　　　　　　2『レ　　　∂回
（1．4．3）　　　　∂、＝Σ
　　　　　　　　　　　　ソレ！2（冶）り∂3！旦∂3峯2…∂3老轟

とする．ここで3ゴニtrsゴ，ブニ1，2，…，なであり，2、，は（1．1，7）

の係数である．

　係数の直交条件（1・1・9）より，ゐ次のα（S）に対し

（1。4。4）　　　　　∂、0λ（S）ニδ、淀

となる．

　0。（S）α（S）ニΣα劉λ0φ（S）の両辺に∫次の∂φを作用させれば，

　　　　　　　　φ
　　　喝＝∂φ（α（S）α（S））

　　　　　　　2φμ　　∂1μ1
　　　　＝Σ　　　　　　｛Σ0、，3マ…S甥・｛Σ0λρS祭…3尾1｝
　　　　　　μμ！～（∫）μ∂3撃…∂3亨　レ　　　　　　　ρ

　s！1輌3蒼2＋ρ2…に∂レソ∂3管…∂呼を作用させて，

（1。4．5）　　　　婿＝Σ五ΣΣ砺o、，
　　　　　　　　　　　　μ　21（ノ）μ　μ　ρ
　　　　　　　　　　　　　　　”÷ρ＝μ

となる．

　Hayakawa（1967）は

　　　　　　　　　　　　　ノ（1。4。6）　　ら（S㊤T）ニΣΣΣδ2，ユα（S）α（T）

　　　　　　　　　　　　　を署0　‘　　言

とする係数を導入した・ここでφは∫の分割，κは乃の，λは
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∫一乃の分割とする．S㊥TはS，Tの直和である．

　局丁に対する微分作用素を各々∂§，∂『とするとき，

　　　　ゐ糸＝∂§∂『0φ（S㊦T）

　　　　一｛写薫，∂5r皇1もs襟H苓ρ，素勲∂許．Ill、1，2｝

　　　　　　・（Σoφμ（3・＋61）μ置…（3∫＋のμノ）

　　　　　　　　μ

（1．4．5）と同様にして，

（L4・7）　　　6ぬニΣΣΣ2、，22ρoφμμ！／2（乱）、2（∫一κ）ρレ！ρ！

　　　　　　　　　　　μ同＋ρρ

　これらはR三chards（1982）による．

　1．5　偏微分方程式

　James（1968）はZona1多項式0．（R）がRiemann計量を持

つ空間へのLaplace－Beltrami作用素∠の固有関数であることに

着目して，

（L鋤 ∠一 ｛E轟＋燕葺、孟一静一3）蟻｝

を求めた．

　o．（R）が固有値E、，鳥，…，Rmのゐ次同次多項式であること

より，

（・・5・2）∠α（R）一
傷（κ）＋為（鴉一・）一去（窺一3）為｝α（R）

となる．

　sugiura（1973）はΣの固有値をEニdiag（R、，R2，…，R篇）と
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したとき，E、の吻に関する偏微分係数をΣニRの所で求めて

いる（これはR．のTaylor展開でもあり，後で用いられる）。

これを用いて，

　　識α（Σ）翫、一｛≠R、∂覧＋R，呈議｝α（珈キゴ

　　∂2　　　　　∂2
　　－o．（Σ）　　＝＝一〇．（R）
　　∂σ竃‘　　Σ＝R∂躍

となることを示し，（1．2．10）が

（・・5・3）｛茎喘＋為誤，孟｝α（R）一砺（・）α（R）

であることを示している．またsugiura（1973）は（1．2，11）に

対応する偏微分作用素σを求めた．

　Muirhead（1970）は行列変数の超幾何関数2F、（α、，α21ゐIS）

のみたす偏微分方程式を求めた．Constantine　and　M：uirhead（197

2）は二行列変数の2暦視）（α・，α21ゐ1刃，S）のみたす偏微分方程式も

求めている。Fujikoshi（1975）はこれらを拡張して31摩）（α・，α2，

α3；δ・，ゐ21S，R）のみたす偏微分方程式を与えている．3F2より適

当な極限操作を行うことにより2F2，2F・，etcが得られるので，こ

れらに対応して偏微分方程式が得られることになる・

　ここで，

　　　　　　　帆　∂　　　m∂　　　徊　　∂
　　　　　E二昂颪・ε＝揖颪・7＝揖羅颪

　　　　　　　皿　∂2　　　超　　∂
　　　　　1）ニΣ躍一＋Σ　　　一　　　　　　　‘冨1　∂羅　ε≒’島一Rゴ∂品
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　　　　　　　冊　　∂2　　　島　　∂
　　　　　δ＝Σ盈一＋Σ　　　一　　　　　　　z司　∂羅　塾≒ノ＆一島∂島

　　肌　∂2　　耀　∂　1　　　鴇　∂
η＝ 躍薦＋為R、＿Eゴ颪一7（観一1）揖Rl颪

　　購　∂3　1　　m　∂2　3　　躍　∂2
ξ＝潔施一万（㎜一1凋島薇＋万轟、沼ノ薦

　一顎R，㌔素＋去，訓R、曇E、＋E，㌔｝丑、㌔∂隻、

　　皿　∂3　　　珊　∂2　　　　皿『∂2
ζニ4Σ躍一＋6Σ　　　一一6（鵠一2）Σ躍一
　　伺　∂躍　　・矧丑乞一劫∂躍　　　　　‘＝1　∂躍

　　　　　　　R認ゴ易　　　∂　　　　璃　　∂
　＋3Σ　　　　　　　一一3Σ　　　一　　　乞≒ゴ≒ε（瓦一劫）（島一裁）∂裁　 ’キノ島一丑ノ∂盈

　　　　　　皿　∂
　＋（3鵤一2）Σ＆一
　　　　　　匙＝1　∂島

σ一3蕊既∂R霧Rl＋8鑑＋6為轟、憐亨∂講E，｝

＋6
蟹i、R器R，一・為（E響、），憐，、R制

＋3爆、（瓦一辮i一島）憐，2∂E劣R，＋∂R制

　　　　　　　島Rβ沼ε　　∂2　　　　窟窃　　∂
　　＋3Σ　　　　　　　　　　＋6Σ　　　　一　　　鰭七疑Rr丑ブ）（RrE5）∂E。∂＆　剛（裁一Eノ）3∂島

σ＝ζ＋（4糀一11）P＋E2－2（窺2一勉＋1）E

と置く．

　これら偏微分作用素の関係は
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　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　δニー（ε、o－1）ε）
　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　η＝一（P7－7．o）
　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1
　　　　　　　　　ξ＝一（δ1）一Pδ）一一（魁＋1）δ
　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　2

　　　　　　　　　ζ＝3｛D一（篇一1）E｝2一σ＋E

となり，σは（1．2．11）の固有値による表現（sugiura（1973））

である．

　公式1．3

（1．5．4）　　　　　Eα（E）＝乃o、（E）

（1．5．5）　　P（ろ（R）ニ｛α、（κ）＋h（勉一1）｝0、（R）

（・・5・6）εα（R）／α（・）一鶏（1、乞、）綱脚）

（1．5．7）　δα（R）／α（1）

　　　　　　　　一墓（1、の）（海・一・＋去（幅））伽（R）／伽（・）

（・・5・8）γα（R）蒲網（乃・一去（乞一・））砿（E）

（1，5．9）

姻一講（㌘斯音（¢一・）斯去（乞一肌）一・）姻

（1．5．10）　00、（R）ニ｛3α・（ぢ）2一α2（κ）＋為｝0．（R）

（1．5．11）　ξo、（E）／0、（1）

一ゑ（1①）（概一・＋音（隅一乞））（概＋去（ゼ＋・））伽（R）／伽（・）
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（1，5，12）　　　　ζσ、（R）＝α2（κ）0、（R）

（L5．13）　δ0、（丑）ニ｛α2（κ）＋（軌一11）α、（躍）

　　　　　　　　　　　　＋為2＋（2肌2－13窩＋9）乃｝σ、（R）

　（証明）　（1．5，4）はEがEuler作用素であることより明ら

カ》・（1・5・5）は（1．5，3），（1．5，6）5ま（1．3．10），（1．5．7）はεと

Pの関係より得られる．（1．5．8）は（1．3．11）にηを作用させ，

（1。3。11）をくりかえして得られる．（L5、9）はPと7の関係

より得られる．（1．5．10）は（1．2．11）による．（1．5．11），（1．5．

12），（15．13）は容易に得られる．

　（1。5，4），（1．5．5）はJames（1968），（1．5．6）はMuirhead（19

70），James　（1974），（1．5．7）　‘よMukhea（1（1970），　（1．5。8），（1．5．

g）はConstantine　and　Muirhead（1972），（1．5．10）　はSugiura

（1973），　（1．5，11），（1．5，12），（1．5、13）　妥ま　Fujikoshi（1975）　酔こよ

る。

　公式1．4

（1．5．14）

（1．5．15）

（1．5．16）

　　　離）儀（・）一雌＋・）α（・）

離進一去（H））q（・）一乃（乃＋・）α（・）

　　灘）（為・一去（乞一・））娠・）

　　　一（乃＋・）｛砺（κ）＋去あ（鵠＋・）｝α（・）
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（1．5。17）

茎（㌘斯去（¢一・））3砿（・）

　　　　1　　　ニー（焉＋1）｛α2（κ）＋（2況＋3）α、（κ）＋乃2＋（魁＋1）乃｝α（1）

　　　　4

　　　　　　　　　　　（証明）　etr（E）ニΣΣα（R）／履の両辺にεを作用させ，
　　　　　　　　　なニむ　ヒ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の0、（R）の係数を比較して（1．5．14）を得る，sl　etr（R）ニΣΣσ。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑヨ　　む
（R）／（乃一1）！の両辺にδを作用させ，o．（R）の係数を比較して，

　　　　　　　　　　　　　の（1．5．15）を得る．32etr（E）＝ΣΣα・（履）o。（丑）侮の両辺にδを

　　　　　　　　　　　　　なニロ　　　　　　　　　　　　ゆ作用させ，3、32etr（R）ニΣΣ（乃一2）α・（κ）o．（E）／ん！に注意して

　　　　　　　　　　匙iO　5

　　　離）（乃・＋去（胴））砺（κ・）ら（・）

　　　　一（な＋・）［2　偽（κ）（乃＋2＋去況（鴉一1））］α（・）

を得る．α・（κ‘）＝α・（κ）＋2砺一ゼ＋1であることより（1．5，16）を

得る．（1．2．3）にδを作用させ，同様の操作をして（1・5・17）

を得る。

　Fujikoshi（1975）は（1．5．14）～（1．5．17）を用いて，Muirhead

（1970）と同様な方法で次の結果を与えた，

　g．を行列の次数肌に無関係な係数とし，関数

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．F（R）＝ΣΣ9、o、（E）

　　　　　　　　　　　　んiO　‘

が
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（・・5・・8）ξF＋（防＋碗＋・一去（隅一・））δF

　　　　　　　＋（防一去（呪一・））（防一去（m一・））・F

　　　　　　　一｛偽（・一去（椛一・））＋偽＋・一去（窺一・）｝EF

　　　　　　　一（偽＋3一去（鵠一・））ρ弓σF一㎜　

をみたすとき，唯一つの解は3瓦（α1，α2，α31ゐ1，砺R）である．こ

こでy

　　　　　α1ニα1十α2十α3，　α2ニα1α2十α2α3十α3α1

　　　　　α3ニ0レ1α2α3

である．

　Fujikoshi（1975）は二変数の3F≦征）（α1，α2，α31δ、，62沼，s）に対

しても同種の結果を得ている．

（1．5．19）lim3F2（α、，α2，α316、，62沼／α3）ニ2F2（α、，α21ゐ、，ゐ2沼）

　　　　　αs一レoo

であるから，（1．5．18）で＆／α3，乞二1，2，…，窺としてα3→Ooと

すれば2F2（α1，α2；ゐ・，621E）のみたす偏微分作用素が得られる・

（・・5・2・）ξF＋（駈＋あ＋・一告（m一・））δF

　　　　　　　＋（防一告（㎜一・））（防一音（㎜一・））・F

　　　　　　　一（亀＋碗＋・一去（鵠一・））EF一加一繊F
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また，

（1・5，21）　1im2172（α1，α2161，ゐ2；623〉＝2ヱ71（α1，α21ゐ1濯）

　　　　　　b2→oo

であるから，あ＆，乞＝1，2，…，窩と（1，5。20）でして，δ2→ooと

すれば，

（L522）（δ一P）F＋（！・一去（窺一・））εF

　　　　　　　　一（砺＋亀＋・一去（糀一・））EF－m砺α2F

となる。

　同様の方法により，1F1（α1防丑）は

（・　）δF＋（ゐ一去（窺一・））ε…一　

をみたし，oF1（ゐIR）は

（・・5・24）δF＋（δ一去（窺一・））εF一　

をみたす．

　、恥（α1のR）は積分表現として

（1．5．25）

　1F1（α弓O　l　R）

　　　一取、繍i．一、）∫譜（RS）ISI－1・一81一…）β4S

と書ける．

　また，
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（1．5。26）

Ψ（偽・；E）一
α）鴻．etr（一E8）ISI礁＋1）μ1・＋81卜　4S

とすると，

（1．5．27）

　　聰函（傷ゐ1・1・一・冷1）一IRIδψ（吃δ一α＋鵠茅1沼）

である，

　2F・（α，δ；OIR）に対する偏微分作用素（1．5．22）を用いて，

5El一ひ2F、（α，ゐ10；1－oR－1）は

（1．5．28）

鰐（£一・）纂＋薫｛6一α＋・＋壱（肌一・）一島＋争（ω＋・）

　　　一峨瑠歪鴫瓦）膿＋鵜評量モ穿’）農

　　一塵一穿）Ψ

をみたさねばならぬ．

　o→ooとするとき，（1．5・28）は

（・・5・29）脇＋慧｛δ一α＋・一茄＋壕轟、際

　　　　　　　　　1　　劫　 ∂写

　　　　　　　　一一Σ　　　一＝励〃
　　　　　　　　　2劇島一劫∂劫

となり・これは恥α＋吼糞）がみたさね轍ぬ偏微
分作用素　る・また（・・5・29）は・瓦＠一♂2；E）の
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みたす偏微分作用素でもある．

　以上より，、瓦（砺O　l　R）とΨ（α，O　l　R）とは同じ偏微分作用素

をみたすことがわかる（Muirhead（1970b））．

　なお全ての偏微分作用素に於いて，Zona1多項式は固有値の対

称関数であるから，各瑞についての偏微分作用素に対しても超

幾何関数は成立する・例え1鵡（・・ε29）1ま1a（61δ≠｝11

E）航対して・

（L丘3・）＆舞＋｛6一＋・　＋楡藝議

　　　　　　　　1鴨　劫　　∂
　　　　　　　一一Σ　　　一二⑳，乞＝1，2，…2彿
　　　　　　　　2録瓦一E’∂丑ゴ

をみたしている．

　1．6特殊関数

　1．6。1Jacobi多項式

　James　and　Constantine（1974）はGrassmann多様体上の不変

測度がBeta密度関数

（1．6．1）　　　　　　Ixiα『（叫1）列1－Xlσ一α一（皿＋1）侮

を構成成分として表現されることに着目し，Beta関数をWeight

関数とするJacobi多項式P，（x）を求めた．P、（x）の係数を決

定する為にGrassmann多様体上のLaplace－Beltrami作用素を

（L62）∠一齢一　・）E一δ一 α一
（隅一・））ε
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として求めた。このとき1）とE7は同次部分の作用素であり，

δとεは次数を下げる作用素の部分である．故にP、（X）が4の

固有関数であることより

（1．6，3）　　　∠P、（X）＝（α、（κ）＋乃o）P．（X）

となる．

　また一P、（X）を

　　　　　　　　　，（一・）〈1）（6）＠）α（X）

（1．6．4）　　P、（X）＝ΣΣ
　　　　　　　　　圃σ　　（α），　　　（乙（1）

と置くとき，P、（X）の係数は漸化式

　　　　　　　　　　皿　（よ）（象）（・）働・

（1，6．5）　　　（o）（、ダ）＝Σ
　　　　　　　　　　伺（ゐ一z）（；）｛・＋娠κ1≡筆（σ）｝

を満す。

　JamesandConstantine（1974）は乃＝1（1）3までのP、（X）を

求めている．乃二2までを例示すれば，

　　　　　　　　　　　　　　00（1）（X）
　　　　　　　　．P（1）（X）ニ1一一
　　　　　　　　　　　　　　α0（1）（1）

　　　　　　　　2（o＋1）0（、）（X）（o＋1）（o＋2）0（2）（X）
　　P（2）（X）＝1一　　　　　　　　十
　　　　　　　　　α　　0（D（1）　　α（α十1）　0（2）（1）

　　　　　　　2（・一去）α1，（X）（・一去）（・一・）％，（X）

　　P（、・）（X）＝1　　　　　＋
　　　　　　　　　α偽（1）α（α一去）％）（1）

である．
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Jacobi多項式の生成母関数とか，また統計への直接の適用例は

まだない．

　1．6．2Laguen『e多項式

　Constantine（1966）はLaguerre多項式を

（1．6．6）etr（一X）L牙一P（X）

　　　　　　一爺α）鴻搾（一S）［SI呪（S）疎1－SX）4S

として定義し，

（1．67）　　　，（一・y（1）α（x）
　　　　　L9甲P（X）＝（α）．0、（塩）ΣΣ
　　　　　　　　　　　　　　　こ＝・・　（α）、σ，（1）

　　　　　　　　　　　規十1
を示した．ここで，p＝　　　である、またこれらはWeight関
　　　　　　　　　　　　2
数etr（一X）lxiα一Pに関して，任意の分割κ，えについて直交関数

となる．

　Jacobi多項式のWeight関数であるBeta密度関数

　　　　　　　　　r肌（o）
　　　　　　　　　　　　　　lXlα一pl1－Xlc一α一PdX
　　　　　　r皿（α）rm（o一α）

は，xをx／6とし，o→・・とすれば，Laguerre多項式のweight

関数であるf一密度関数（Wishart密度関数）

　　　　　　　　　　1（1．6．8）　　　　　　　　　etr（＿X）lXIα一P4X
　　　　　　　　　T皿（α）

となる．これに対応して，Jacobi多項式P、（X）に於いてo→。。

とすれば，
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　　　　　　　　　　　　、（一・）〈1）α（x）

　　　　　　　P、（x／o）→ΣΣ
　　　　　　　　　　　　多一・・　（α）、σ．（1）

となり，定数倍を除いてLaguerre多項式Lr『P（X）と一致する．

　（L6，2）で紛／0，乞＝1，2，…，窩とし，o→。。とすれば，

（・・69）（δ一E＋（α一去（　・））ε）バX）一・

となる．（James（1975））．

　1．6．3Hermite多項式

　Rayakawa（1969）は長方形行列を変数とするHermite多項式

を定義し，Laguerre多項式との関係，生成母関数等を求めてい

る．

　しかし，Laguerre多項式の極限としてHermite多項式を定義

する方が自然である．

　（L6．8）で，Xをα1＋σXとし，α→・Qとすれぼ

（・・6・・）　2卵π甚（一e廿（一去Xり

　　　　糀（陽＋1）
となり，　　　　　次元対称正規密度関数となる．
　　　　　　2
　また（L6．9）で，娩をα＋厄娩として，α→。oとすれば，

Hermite多項式の満すべき偏微分作用素は

（1．6．11）　　　（δ＊一E輔）∫（¢）ニ0

こ乙で，
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　　糀∂2　　　　1　　∂
δ＊＝Σ一＋Σ　　　一
　　伺∂躍　塾キゴ＆一1～ノ∂瓦

である．

　　　　　あ　瓦（S）＝ΣΣδ双（S）／q（1）とすると，（1。6．11）より係数のみ
　　　　ニコ　　え

たす漸化式は

（一2）砺一六隙）（㌘）娠

　　　　　　＋男（励一去（・一ブ））［（留）（を）一（知）（夕）殉｝

となる．なお，　え乞‘＝（Z1，…，Z‘＿1，Z乞十2，Z乞＋1，…，Z伽），え毎二（Z1，…，Z乞十

1，…，zゴ十1，…，砺）である，James（1975）

　艮（8）についてはまだ多くのことが知られていない．

2二変数不変多項式

　Zonal多項式を用いることにより多くの統計量の分布表現が精

密な形で得られたが，なお困難な問題が残されていた．それは

1・4で取扱ったZom1多項式の積，直和表現，二個以上の行列

を含む揚合の表現等についての統一的なものが無く，casebycase

として扱われて来た。Davis（1979，1980）はZona1多項式の多

変数行列への拡張を，複素対称行列X，yPの同時直交変換X→

H’X亙y→E’y亙丑∈0（肌）に関して不変な多項式を導入した．

方法はZona1多項式の導入方法と基本的には同じであるので簡

単なスケッチを与える，
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　Xニ（勘），rニ（鯛）を複素対称行列とし，Pκ［X］を勘のあ

次同次多項式の族，瓦［r］を働の♂次同次多項式の族，P元，ε［X，

r］は勘のな次，陶のZ次の同次多項式の族とする。ξ泡は

H嬬’（Σ砺＝乃）を成分とするベクトルであり，またη己はH欝
だ　ゴ　　　ゑぎゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オニノ

（Σ砺＝Z）を成分とするベクトルである．ξ七，η‘は各々恥［X］，
も　ノ

ハ［y］の基底ベクトルである．このとき，

　　　　　　　P鳶，正X，y］＝P迂Xコ⑭瓦［yコ

である．

　同時変換X→L’XL，r→L’yL，五∈σZ（鴉，R）は政［X］，瓦［幻，

P㌃，‘［濁幻に線形変換丁2κ（L），IT2己（L），T2剛（L）を誘導する、

　　　　　　　ξ㌃→T2κ（L）’ξκ，η君→T2二（L）’ηε，

　　　　　　　ξ南⑭η己→T2融，，呂（L）’（ξ滝⑭η乙），

　研（観，R）の多項式表現は既約不変部分空間への直和分解とで

きるので，

　　　　　　T2㌃，2μ）ニ①㊥｛T，．（L）⑭T2～（L）｝

　　　　　　　　　　‘　　λ
　　　　　　Pκ，疋Xly］＝㊦e｛K［X］⑭K［7コ｝
　　　　　　　　　　　醒　　～
となる．ここで2κ＝（2島，％2，…，2砺）である．

　T2、（L）⑭丁式五）は写二2（乃＋Z）次の多項式による表現であっ

て，一般には既約ではない。故に2ゾの順序付けた分割φに対

応するTφ（L）の直和に分割され，既約部分空間への分解は

　　　　　　P環［Xly］＝①∈）㊥yポ［Xlr］
　　　　　　　　　　　‘λ乳
となる．φ＝2φ＝2（φ・，φ2，…，φ肌），ΣφF∫のとき7‘♂［瓦y］は

　　　　　　　　　　　　　オお　
直交変換で不変な多項式丁3一（瓦r）で生成される一次元部分空
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間を含んでいる．

　なお，表現2φはmultiplicityが1より大きくなる揚合が有り，

∫蜜は一意に決まらない・しかし同値部分空間の直和㊥瑞詩＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ……φ’
U鋸は一意に決まる．

2．1　基本的性質

公式2．1

（2。1．1）

（2．1．2）

（2．1．3）

（2．1。4）

（2．1．5）

　（証明）　（2。1，1）：

準同型対応を定義するから．

＝1とすれば，7、［X］⑭7え［瑚はyF、［X］に写される．

To（L）は恒等表現である．

のベクトルの第1成分とし，他は0（鵠）の非恒等表現のもとで

の不変な部分空間に有るとする．James（講義ノート）より，表

現行列丁2φ（五）の（1．1）成分は0φ（五ガ）／0φ（1）であり，また

でβ・2（Xlx）ニ｛η・z（ろ1）／（7φ（1）｝oφ（x）

乃，盈（Xl1）＝｛乃・λ（ろ1）／0、（1）｝（7、（x）

　　　　ぽげ　　　　　　　　　　　　　　　ぜもで
々o（Xl7）≡0．（X），Fβ，～（Xly）…α（r）

∫、詔（㍑x珊盟r珊）d（π）

　＝乃メ（x，r）oφ（五イ）／σφ（1）

77’～昭勉（況π），RE’＝Σとするとき，

Ev［rβ，λ（7’x7，7’y7）］

一2！芸），r獅曜R）

　　　7ニXとすれぱ，孔，ε［X，yコのP冗X］への

　　　　　　係数は正規化である．（2．1．2）：y

　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1．3）：

　　　　　（2．1．4）：乃，え（X，r）を7班瓦r］
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であることより，得られる．

　（2，1．5）：研＝E－1四’R『1’～臨（恥）．7ニE研1／2研，飾∈0（糀）

とすると，レV1’2→r1’2互，∬∈0（吼）として（2．1。4）を用いて0（m）

上で積分すれば，

　　　　　　丁多’三（石1’x1～，1ずyI～）EFφ［σφ（研）／（ろ（1）］

　　　　　　　一2∫（号）、瑠（職珊

　公式2．2

（a・・6）孟肌，q（盟朋）α（B瑚4（π）

　　　　　　　ニΣo多，z（五，召）σ3～（x，y）／σφ（1）

　　　　　　　　φ∈躍・2

ここで，φ∈κ・λは2φ∈2κ⑭2λであリン

（a・・7）照7）一
、器1）穿（瓦y）

とする．

　証明は省略．

　03’λ（瓦r）の具体的構成法についてはDavis（1981）が有る．

∫＝2，3に対し，tτX＝（X）とするとき，
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q’1（X，r）＝一［（X）（y）＋2（xr）］，
　　　　　　　　3

　　　　　　　　　
　0霊…1（X，y）＝一［（X）（r）一（xr）］

　　　　　　　　3

　　　　　　　　ニし
⑬1（瑠）二蕗［（X）2（y）＋4（xy）（X）＋2（X2）（r）＋8（X2y）］

　　　　　　　　2
碕1（即）二了［（X）2（7）一4（xy）（X）＋2（X2）（r）一2（X2y）］

　　　　　　　　　
岬（珊）一π［（X）2（7）＋2（xr）（X）一（X2）（r）一2（X2y）］

　　　　　　　　　
q｝1（珊）ニτ［（X）2（y）一2（xy）（X）一（X2）（r）＋2（X2r）］

　Chikuse（1980）はDavisの方法を多変数の場合に拡張してい

る，またDavis（1981）は三変数の不変多項式の構成のアルゴリ

ズムを与えている。

　（2，L7）の正規化により（2．1，1）～（2．1．5）は次の形に書きな

おされる．

（2・1・8）　03～（瓦X）ニθ多メσφ（X），θ3，zニQ・z（1，1）／σφ（1）

（2・1・9）　qlヌ（瓦1）一｛θ多・Zq5（1）／0、（1）｝o、（x）

　　　　　　　　　　　　こらで　　　　　　　　　　　　　　　　　ぽロて
（2・1・10）σ響（X，r）≡0、（X），0穿・z（X，7）≡0、（7）．

（2・・…）∫，m、のλ（紐細班丑）d（E）

　　　　　　　　＝σβ’2（x，｝7）（7φ（五）／0φ（1）

17～臨（況π）とするとき，
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（2・…2）瑠（X脚）］一2ノ
号），q“（X卿

　（2．1．6）で五＝B＝ろX→X研，r→y躍とし，（2．1．8），（2．1．12）

を用いて，

（a…3剛卿）卿］一，ζ2∫（号）、糊X取Σ）

　また，（2．1．6）で且＝召＝1として，

（2．1．14）　　　0、（X）α（y）ニΣθ多・λσβ・～（X，r）

　　　　　　　　　　　　　φξ‘。ユ

（2．1，15）　　（trX）㌃（try’）己＝ΣΣΣθ5，℃5・』（X，y）

　　　　　　　　　　　　　曜　～φ∈‘・え

（2，1．16）　　　0、（X）G（X）＝Σ（θ5つ20φ（X）．

　　　　　　　　　　　　　φ∈‘。1

　ここで，92、≡Σ（θ3～）2とおく．これはRichards（1982）のα2ノ
　　　　　　グヨタ
（1．4．5）である．嶋と謁との間の直接の関係については不明

である．

（2・…7）孟肌，etr（盟X互＋B…）4（H）

　　　　　　＝Σ03・え（且，B）σ5，λ（X，r）／砿σφ（1）

　　　　　　　‘ga・φ

　　　　　　　け　　　　
　ここで，ΣはΣΣΣΣΣの略である．
　　　　むひえゆ　　　 なロ　ニニロ　ヨ　え　づこかヱ

　（2．1．17）と（1．1．12），（2．1．14）を用いて

（2・1・・8）∫，肌，騨πX亙蝋丑）一のz（岬）α（X）／α（・）
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となる．

　Laplace変換

（2・L・9）五＞．etr（一SE）IRr一）脚E遅，B）齪

　　　　　　二∫1鵬（6；κ）ISI一εσ5・ユ（イ4S－1イ4ノ，β）

（2…2・）五〉．etr（一SE）IRr・（一・）∫2の佃m）肥

　　　　　　ザ皿（ご；φ）IS卜℃β’λ（XS一’，7S－1）・

　（2．1．19）はS『1’2U8－1∫2ニRとし，U一→∬UE’として0（窺）上

で積分（2。1。18）を用いれば良い．（2．1．20）は（2，1．12）であ

る．

　二項展開

（a・・2・）ら（X＋7）一濃…、澤、θガ（‘）確（鋤

　ここで　Σ　はφ∈κ・λをみたすκ，λについての和である．
　　　　む　え　ヂモかり

etr（¢（X＋7））＝etr（劣X）etr（∬）として，がの係数を比較し

て（2，L21）を得る，特にrニ1とすると，

　　　q（・＋x）一ら（・）轟、（歪）躍、（θy）・卿α（・）

故に，（1．3．1）と比較して，二項係数は

（2…22）　（1）一（‘）認謁（θ3プ）・

となる．
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　対称行列の最大固有値に関する積分として有用な行列変数の不

完全Gamma，Beta関数は次式で与えられる。

　不完全Gamma関数：

（2…23）五＜S＜－etr（一孟S）IS畔咽48

　　　　　　疏（‘）弗1）。．（6），θ輝（一且瓦BX）

　　　　　＝　　　　　　　1xドΣΣ
　　　　　　　疏（6＋穿）　脚‘　　ん1（6＋㎜ま1）、

　不完全Beta関数；

（2．1．24）

∫　　　ISドー（伽÷1逸11－S腔一（恥＋1）’202（∠しS）（ZS
　く8くX

疏（6）弗1）。．（6）・（一駕＋牛）鰐（躍）

＝　　　　　　　IXドΣΣ
　　轟（6＋窺吉1）　　…　な！（‘＋誓1）、

　これらは

（2．1．25）

　　　　　　　　　　　　　　　轟（6；ぢ）疏（穿）

品IS圃2α（TS）dS＝疏（孟＋mま・；κ）i　（9T）

を用いて得られる．

　また
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（2．1．26）
∫くR＜11RIε一（　1）’211－R阿皿＋1）囎（即一R）昭

一丁肌（61κ）恥1え）θ3λら（・）

　　　　疏（哲十％1φ）

となる、

　2．2　加重和及び二項係数

　Hayakawa（1981，1982）はZonal多項式の加重和と同様に不

変多項式にも類似の結果が成立することを示した・

　二項展開（2．2、21）を用いて

（2．2．1）　　etr（のX＋Ψy’）＝Σ詔》σ3’z（瓦｝7）ノ為！Z！

　　　　　　　　　　　　　　　霞，λ＝φ

（2．2。2）　　11一（滋x＋写7）1一α＝Σ（α）φの》03λ（Xly）／海！ど！

　　　　　　　　　　　　　　　　　‘，λ＝φ

となる．

　公式1．1，（1，2．1）～（1．2．4），及び公式1．27（1．2。12）～（L2．

16）等は（2．2，1），（2，2，2）の形で成立するので省略する，なお

躍＝¢X十写rとして

（2．2．3）

　　Σθ3・03深（のX遭y）／（乃一γ）！（z－3）！＝（t耽x）γ（tりr）8etr（『）

　むりえゆ

（2．2．4）　Σα、（κ）θンσ3λ（zX遭y）／砿二餌2trX2etr（昭）

　　　　　　■，瓦；φ

となる．

　Davis（1979）は二種類の二項係数を定義している・

（2．2．5）　　　o多ロえ（1＋xJ＋r）／0φ（1）
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　　　　　　一融黒．（1僧）碑（ヱr）／α（の

（2．2。6）　q’λ（1十X，｝7）／0φ（1）

　　　　　　一撫（震1λ）碑（瓦r）／α（・）

なお（2．2．6）の右辺の和に於いて，えは左辺の同じえで良いこ

とは証明すぺきことである．（Davis（1979））．これらの記号で

（％11）はHayakawa（・982）で用b輔（1111λ）は本稿で

初めて用いるので，将来より良い記号が与えることを期待する．

Bingham（・974）と同種の齢§ ll篇）一ても成立す

る．

　　　　　　　　　　　　　　　σ多・λ（∠4，jB）03・λ（X，r）
（2。2．7）oFl瓢）（且，BIX，y）＝Σ
　　　　　　　　　　　　　ε，λ・φ　　乃1z！oφ（1）

とおくとき

（2．2．8）　etr（一孟X－By）。Fl皿）（オ，B；X，7）

　　　　　　＝etr｛一（妊＋且）（誕＋X）一（b1＋B）（4＋7）｝

　　　　　　oFlm）（α1十．4，δ1十Bl∬1十X遭1十r）

となる．

　公式2．3

（2ag）急撫黒（ll篇）僻（瓦r）／γ！・！　0

　　　　　　＝σ5・λ（X，r）etr（X十r）／為！Z！

（aa・・）＆撫写諜1篇）（α》確（瓦Y）／7！・！
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　　　　　＝［1－Zl一α（α）φ（73丑（X（1－Z）－1，y（1－Z）一1）／為！Z！

ここでZニX十乳［IX十rll＜1である．

　（証明）（2．2．8）での＝〃＝O，α⇒＝1とすると，

　etr（X＋y）。滞）（五，8；瓦r）＝・珊）（1＋五，1＋君；瓦r）

故に二項展開（2．1．21）を用いてσ訳』，召）／σφ（1）の係数を比較

すれば良い。

　（2．2，9）で，XをXS，rをr8としてetr（一S）ISlα一（鵬＋1）ノ2を

両辺に乗じてS＞0で積分すれば良い．但しIIX＋yFIi＜1が必要

である．なおIIXllはXの固有値の絶対値の最大値を示す．

　公式2．4

（a2…）写割袈：：1）確（切

　　　　　　一（IXl）確（瑠）（t・X）咲t・r）回

（aa・2）習忍θ礁、ll）一（1）（1）θ押

　（証明）（2．2．9）でXを躍X，rを雪7として吻8の係数

比較をすれば良い．また（2．2．11）の両辺にθ多’λを乗じてκ，λ，φ

について加え，α’σ（瓦r）の係数比較をすれば（2．2．12）を得る．

（賀：：1）の具体的表現は次の様になる・

　　　　　　　（（窃，（1）i（1））一θ㌍
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（（ll，（るi（1））一7θ鱈（（1溝（1））一sθ身・

（（易，（＆1（1））一÷｛（1）＋砺（ρ）｝θ鱈（（あ，（＆1（5））一・

（（も，（1）：（多）H・（1）一偽（ρ）｝θ鱈（（も（あ1（1））一・

（（fl，（も：（1））一壱｛73＋砺（τ）一娠ρ）一砺（σ）｝θ即

（（ll，（も1（5））一÷｛273一（α・（τ）一α・（ρ）一α・（σ））｝θ争・

　2。3特殊関数

　2．3．1Laguerre多項式

　Davis（1979）は二種類のLaguerre多項式を定義している．

（2・3・・）Ll；漁7）一etr（X＋7）五＞．悉．etr（一丑一S）iRlεISl％

　　　　　　　　　　・（75’z（E，S）且ε（EX）∠㌔（sy）dlR（∫S

として蝋鋤轍する・ここでん（EX）一・幽撃

一　
／疏（6＋去（　・））　る・こ　C・nstantine（・966）

の自然な拡張となっている．

　Laplace変換は

（2．3．2）

∫＞．恋．etr（一　一SZ）剛SI％Ll；箔φ（瓦S）翻S

鴫（む＋鴉夢11躍）姦（％＋響1λ）1砂1一碑IZI畷喧）珍
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　　・σ5・λ（1一甲一1ン1－Z－1）

となる．

二項係数（雛）を用いて確（・一冊’・・励を展臥

逆Laplace変換をすれば

（a3・3）Ll焔r）一 謬ま1）儲吉1）卿

　　　　　　、、　（一・猶（1窪1）破（瓦y）

　　　　　・ΣΣΣ　　　　　圃“；τ（孟＋mま1），（％＋穿工α（1）

となる．

　Constantine（1966）のLaguerre多項式との関係は

（2．3，4）　Lllテ．φ（x，1）ニθ3λLl（x）oφ（1）／0・（1）

（2，3．5）　　Σθ3λL鴛、φ（X，y）＝Ll（X）房（y）

　　　　　　φ∈‘・え

である．

　生成母関数は

（2．3．6）

　　11一例一‘－（聞）’聖一Zl一鵯一（鮒）’2

　　　・∫、犠、etr｛一XH脚一躍）一1π一四Z（・一Z）一1∬｝4（E）

　　　ニΣ五ll牙、φ（X，yF）（ン5，～（r，Z）／ん：Z！0φ（1）・

　　　　‘，λ：φ

　ここで，II例1＜1，llZU＜1とする．

次の形のLaguerre多項式は，
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（2．3，7）

L気置・φ（瓦r）一etr（X）4＞．etr（一E）鵬λ（瑠）滋・（EX）膿

である．

　：Laplace変換は

（2・3・8）∫〉．etr（一xr）陥・φ（賀）dX

　　　　　　　一疏（む＋誓11κ）1例…（嚇・ガ（・一眠r）

である．

　（2，2。6）を用いて，

（2．3．9）

　　L撫・φ（η）一（6＋誓1）路（・）識，鳥（一・）〈詔え）

　　　　　　　・確（η）／（哲＋mま1）還・）

となる．

（2・3・10）　　Σθ3λLl，λ、φ（X，｝7）＝L2（X）0、（7）。

　　　　　　φ

　Khatri（1977）は別の形のLaguerre多項式を定義している。

（2・3…）Ll（濁r）一etr（X）五〉．且ε（卿1εetr（一R）ら（r丑）齪

　Xに関するLaplace変換は
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（2。3．12）

工　　　etr（一ZX）IXlε4（Xl11）4X
　　〉0

　　一疏（孟羅去1：φ）Izi一・一）脇（（・一牙1）五）

一疏（6＋㎜ま1・φ）IZI一・先羅、（落）θ押（4一矛1五）

である．故に，

（2。3、13）Lβ（X，且）

一（6＋mま1）、認の異，（｛）θ輝（4一謝）／（ご＋鵤吉1工

　生成母関数は

（2・3．14）　11－ZI一αetr（一yz（1－Z）一1）

　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　ニΣΣL3『（帆）ノ2（X，Z）ω
　　　　　　　　　ノ＝oφ

となる．この揚合直交群上での積分は不用である．

　Khatriは，また三変数のLaguerre多項式も定義している．

（2，3．15）

　L牙一（皿＋1）’2（S，∠1，T）

一etr（S）∫＞．etr（一R）IRI一・）’2丑（乳一五，E）ん一（一・）’2（SR）昭

ここで．P、（T，孟，R）は（2．4．6）で定義されている．

　L鮮m＋’）’2（S，孟，T）については2．4節でその性質を述べること

にする．
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　なお，Ll；y，φ（X，Y），Ll，λ，φ（X，「），L3（X，「），Ll（X，｝～T）等は直

交関数であることが示されている．

　Hayakawa（1982）はHermite多項式として，

（2．3．15）

etr（一TT’）罵・2（T・，T2）

一（一・yπ一一ノ2 etr（一2¢Tび）etr（一Uぴ鰍U・Uゴ，U2醒）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・4U14U2

と定義した．ここでTニ〔IT1，T2］，Uニ［U1，U2］彿xπ，丁乞，U¢は各々

窩X耽である，m＝π1十π2。

　このとき

（2．3．17）丑β・λ（T、，T2）ニ（一1）∫瑠5冊響1）’2・（π　1）12（T・T・’，T2T2’）

となる．

　π5’λ（T・，T2）の生成母関数は

（2．3．18）

　　∫、勉、謡ωetr［一Sぶ一那齪］鵡）4（璃1））4（Hl2））

　　　　　E5，2（T1，T2）0β賢2（S・S・’，S2S2’）

　　　＝Σ　　　　　左！z1（㌻）、（弩）、・・（・）

となる．

　ここで，S＝［S1，S2］，S‘，皿翼π。，πニπ1十π2シπ1∈0（物），∬2＝

diag（π11），π52）），π巻1）∈0（π1），H蛋2）∈0（π2）である，

　（2．3．18）は（2，3．16）を用い（2・1・6）を適用し，（1・1，22）
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を使用すれば良い．

　Mehlerの公式

（2．3．19）

（1一％・）一
，乱）etr｛一1等，（T・＋Sσ）

　　　　＋1箋2私丁帥（瓦燗d（鮒））

　　　　　　　　E5匠2（T1，T2）1iτ」’え（S1，S2）
　　　＝Σ％κ＋乙
　　　　　　乃！z1（号）、（㌻）、・・（・）

ここで1刎く1である．

　なお1．6，3の一変数Hermite多項式と類似のものが導入され

ることは興味深い問題である．

　2．4P、（T，。4），P．（T，且，B）

　Hayαkawa（1969）は丁肌、π，ム、ηに対して，

（2。4。1）etr（一TT’）Pφ（T，五）．

　　　　　　一（一・）∫π一五etr（一Uび＋2乞丁ぴ）q（醐dU

としてPφ（T，五）を定義した．

（2．4，2）　　　　Pφ（T，石）＝πφ（T）．

（2・43）　P綱一（一・）ノ（誓）、4（」）・
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生成母関数は謝、㈱調、㈱であるこ鵬
（2．4．4）

∫、糀，∫（．、etr｛一U照び＋2島U躍・｝d（瓦）4（逓）

一塩，etr（一びU脇）・F・（号1びU瓦浬一Hl）♂（島）

　　　0。（U’U）θ3～05・～（一ノ1，T’Tz1）

＝Σ
　…＝φ　畷誓）、cφ（石）

　　。。　Pφ（T，。4）σφ（uu’）

＝ΣΣ
　弁oφ∫！（誓），q（石）

であるから，ら（Uび）瑚照）の両辺の係数を比較して

（2．4。5）

卿）一
号）、畷払，鐸，（1）θ魁咽／（号）、

となる（Davis（1979）），

　Hayakawa（1972）は∫＝4までtraceの関数として求めてい

るが，（2．4．5）を用いれば∫≧5に対しても求められる．

　Crowther（1975）は（2。4．1）を拡張して，

（2．4．6）

　P、（T，z4，β）

　　　一etr（T7）説etr（一Uび一2乞丁び）α（一召U且ぴ）♂U

　　＝Eu［α｛一B（u一乞丁）且（u一乞丁）’｝］
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を定義している．

　．P。（T，五，．B）の適当な生成母関数，及び一般的表現式はまだ得

られていないが，乃二3まで具体的に求められている。

　P。（T，オ，β）を用いたKhatriのLaguerre多項式Ll（8，■，7）

は，

（2．4．7）Ll（S，丑，T）二飾［Ll（S，（7一の五（7一ゼT）’）］

となり，期待値は7．況、．’》N（0，煽）に関するものである．

　直交変換に関して次式が成立する．

（2．4．8）

　
　
∫
　　　　Ll（1ZSE1，・4ンT）♂（E）ニP、（T，一・4）．乙1（S）／q，（玩）

　　　（肌）

　　五1（πS丑’，五，T）ニLl（S，且，ET），1Z∈0（窩）、

　　Ll（S，五乙4丑’，T）ニLl（S，z1，TE），　丑∈0（η）．

　　　　　　　　　　3統計量の分布

　統計的複合仮説検定問題は次の様に述ぺられる。母集団密度関

数を∫（副θ），θ’』（θ、，…，θp），θiニ（θ1，…，θq），θ1ニ（θq＋1，…，θp）

とし，の1，¢2，…，翫を独立な標本とする．

　　仮説E：θ2ニθ2・（与えられたベクトル）

　　対立仮説　　K：θ2≒θ20

とするとき，Neyman－Pearson（1928）による尤度比検定統計量え

は

　　　　　　　　　　　　π∫（¢α1θ、，θ2。）
　　　　　　　　　　λ＝H　　　．
　　　　　　　　　　　π富1∫（灘α1θ）
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である。ここでθ・は仮説πのもとでの最尤推定量であ・り，θ

は対立仮説Kのもとでの最尤推定量である．Wilks（1938）は仮

説πのも，とで一210gλは極限分布として自由度（p－g）のカ

イ自乗分布を持つことを示し，またWald（1943）はPitmanの

対立仮説K．：θ2＝θ20＋ε／πのもとで一210gλの極限分布が

自由度（p－g），非心母数ε’K22．、ε／2の非心カイ自乗分布となるこ

とを示した．この極限定理が多変量解析に於いては1960年代ま

で仮説検定の為の唯一つの拠り所であった．しかし，標本数が少

ない時には検定の水準点があいまいなものとなる．その為，統計

量の分布の漸近展開が必要となり，また特定の母集団分布に従う

時にはその精密標本分布の導出（可能ならば）が必要である．

Rayakawa（1977）は一210gλの仮説Eのもとでの分布の漸近

展開を適当な正則条件のもとで

　　　　　　Pl－2109λ≦副丑｝

　　　　　　　　　　1　2　　　　　　　＝Pノ十一Σ砺P∫概十〇（1／η2）
　　　　　　　　　　π呂＝0

となることを示した、ここで∫ニp－g，P∫ニ．P｛ガ≦副である，特

に仮説Eが単純仮説θニθoの揚合，また母集団分布をKoopman

型の分布族に制限したとき，1／πの項を消すことが出来る補正項

ρを求めて

　　　　　　P｛一2ρ109λ≦釧11｝ニP∫十〇（1／π2）

となることを示している．この事実は多変量解析で母集団分布に

多変量正規分布を仮定するとき，尤度比規準の分布の漸近展開は

1／πの項を消すことが常に出来て，カイ自乗分布への収束を早め
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ることが出来ることを意味する．

　またHayakawa（1975）はPitmanの対立仮説＆のもとで

　　　　　　　　　　　　　　1　2　　P｛一2109λ≦職｝＝Pノ（δ2）＋而揖δヱP∫・2占（δ2）＋o（1／π）

を示している．ここでPノ（δ2）＝P｛Z多（δ2）≦勾である．

　仮説丑のもとでの1／πの項，K．のもとでの1／伍項の導出ま

でwilks，waldから多年かかったが，∬のもとでの1／π2，K。の

もとでの1／πの項は手計算では大変ではあるが，数式処理が出

来る計算機を使用すれば近い将来には得られるのではと思う．

　仮説検定を行う為のRaoの統計量，Waldの統計量等は基本

的である．Peers（1971），H：arrjs　and　Peers（1980）はλ，Rao，

Wald統計量の検出力の比較を特別の母数構造の場合について行

なっている．Nielsen－Cox（1979）は指数分布族の場合に同種の間

題を詳しく論じている。

　また，これらの漸近展開の一様収束性についてはChandra　and

Ghosh（1979）が論じており，多くの統計量の分布関数の漸近展

開の妥当性を保障している．

　さて，多変量正規母集団分布に上述の結果をそのまま適用する

ことは，母数の特定化，母数に荷せられる制限条件等が複雑であ

る為一般式をそのまま使用しにくい．その為，正規分布特有の性

質を用いて問題の解決をはかる方が有利であり簡便である（但し，

数学的道具立ては複雑であるが）．本章では前章で与えた各種の

道具がいかにして分布の導出に用いられるかを概観する．なお統
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計的多変量解析に於いて重要と見られる仮説，検定量等が前述の

手法を使用しないでその分布の導出が出来る為に本報告の内に含

めなかったものも多い・その為，本報告は多分に偏りの有るもの

であることを断っておく．全体的綜合報告（分布論に関するも

の）として，Krishnaiah（1978），Pillai（1976，1977），Muirhead

（1978），塩谷（1975，1977），等が有る．なおZona1多項式の報告

としてSubrahmanian（1976）が有る．

　さて，仮説検定問題に於いて使用される基本的な統計量として，

尤度比検定統計量，Lawley－HlotellingのTl一統計量，Bartlett－Na－

nda－Pillai統計量，Royの最大（小）固有値統計量等が有る．

　例として線形仮説検定問題の揚合について述べることにする．

　本章では特に断りが無いかぎり各種ベクトル，行列はp次元

ベクトル，p次行列を表すとする．

　1V個の独立なp次元標本ベクトルよりなる標本行列は適当な

変換をして次の様な正準形に直すことが出来る．

　　　X＝［X・，X2，X3］，瓦；pxg，為、p×（N一ε），濁、p×（8－g），9≦s．

Xの各列ベクトルは独立で，N（・，．Σ）とし，

　　　E［X1］＝砿P×9，E［X2］ニ0，E［X3］＝r、P×（、一9）

である．

　このとき，

　　　　　仮説∬：M＝0，　対立仮説K：胚≒0

に対する検定統計量として

　（i）　尤度比規準：え＝（ls21／1s、＋s21）耽
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　（廿）Lawley－Hlotelhng統計量：TlニπtrS・Sr1

　（iH）Bartlett－Nanda－Pillai統計量1

　　　　　　　　7二肌trS、（S、＋S2）一1

　（iv）　Royの統計量；S、S∫1，S、（S・＋S2）『1の最大（小）固有値

等が有る．

　ここで，

　　　　　　　　S1＝XIX1’，S2＝X2×2’

　　　　　　　　吼二2▽一3十9＝π十9

とする．S・を仮説行列，S2を誤差行列という．

　なおこれらの統計量は一般線形仮説問題に拡張され，興味有る

結果が得られている，Fujikoshi（1974），Kariya（1978〉また一

般共分散分析についてはChakravorti（1980）が有益である．

　3．1Non・central　Wishart分布

　X多xη＝［勘，娩，…，倫］，躍．～1V（μ．，Σ），α＝1，2，…，π独立　とす

るとき，sニxx’を非心wishart行列といい，そのp（p＋1）／2個

の成分の同時分布を非心W孟shart分布といい，S＝XX’～IV（Σ1

　　　　　　　　　　　　　　　　1π，ρ）と記す．ここでπは自由度，‘2＝一Σ”1伽f’は非心母数
　　　　　　　　　　　　　　　　2
行列という．

　Wishart行列の密度関数をω（Σ逸，9）と記す．

　James（1961）はSの密度関数を

（3。1．1）
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　　ω（Σ，π，9）

　　　etr（一ρ）etr（一去矛1S）lsi一助

　　　一　　　　　・F・（号診19S）
　　　　　　　　咽12Σi囎

　　　一ω（取・）etr（一9）・F・（号1去｝1ρS）

として得た．

　（3，1．1）はKhatriによるLague∬e多項式（2．3．13）を用いて，

（3…2）ω（取・）溜押（一砂蜘s酬卿1♂！（舞

　　　　一ω（翫・）撫L鯵吹胸珊a－9）／∫〈号），

と表現される．

　ここで不完全Gamma関数（2，1．23）を適用して

（3．1，3）

　　　　　　　ち（牛1）

．P｛8＜X｝＝　　　　　　etr（一ρ）IXlπ’2
　　　　　ろ（π＋多＋1）脚

　　　　撫（一・）摩吹儲一／2）／∫！（π＋署＋1）、

となる．

　X二証とすれば，Sの最大固有値の分布関数が得られる．

L畔（磨Xか勉／2）一
号），・φ（去》1X）であ　ら・中心

Wishart行列に対しては，
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（3．1．4）

　　　　　　ろ（牛）　。．（一・）・（号），q（静1x）

P｛S＜X｝＝　　　　　　　　IXl囎ΣΣ
　　　　ち（η＋召＋1）12Σ1魏伺φ∫！（π＋弩＋1）、

となり，Xニの1としてSugiyama（1967），Constant玉ne（1963）が

得たものとなる。

　S1“V（Σ1π、，ρ），S2～研（況π2，0）とし，S、とS2は独立とする。

β＝S、（S、＋S2）一1の非心ベータ行列の固有値7、，γ2，…，％の密度

関数は

（3．1．5）

〆畷町吉勉）

　　　　　　　　etr（一ρ）IBl（π1薗ρ一1）’211－Bl（η2－P－1）’2H（γ乞一γゴ）

囎）ち（穿）ち（妥）　　　　　側

　　　　・鯉（殉許害1紹）・

となる．

　同様にしてBの最大固有値γ1の分布関数は

（3．1．6）

　　　　　　　絆ち（牲耽）

　Plγ、働｝＝　　　　　　etr（一9）のη1P12
　　　　　　礁＋浮＋1）ち（穿）
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　　　　　　　　（讐勘）、（一穿＋穿）借），　α（9）ら（1）

　　　　　　・Σ　　　　　　　　　　（θ参λ）2
　　　　　　　（号）、（窺芽＋1），為：♂！　q（1）

となる．

　Chikuse（1981）は，S乞～IV（Σ1窺，9乞），¢ニ0，1，2独立　とする

ときP＝（S1十S2）曹1／2So（S1十S2）｝1／2について論じている．

　3．2　尤度比規準

　Constanthle　（1963）　は

（3．2，1）E［｛IS2［／IS・＋S21｝島］

　　　　爵嘉曄茅←・樫・幼

を求めた．

　　　　　　　　　　　　　　　　1
　これより一2ρlo9λ，ρ1VニN－3＋一（g－p－1）の特性関数は
　　　　　　　　　　　　　　　　2
（3．2．2）

　　　　蜷（・　6）＋去（P－9＋・））T・（誓＋去（P＋9＋・））

　卯（む）＝
　　　　ち（号＋去（P－9＋・））蜷（・一2乞6）＋÷（P＋9＋・））

　　　　・丑←乞鰐（・一2の＋去（P＋9＋・）1－9）

　　　＝o、（孟）σ2（6）．

　9＝0のとき，g（6）＝0・（6）である．Gamma関数の展開式（1．
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2．5）を用いて，

（3．2．3）

q（む）一
1－1乞6ア，陀［・＋器2（P2＋92－5）｛（1一も¢孟）2一・｝

　　　　　　　　　　　　＋・（・／肌3）］

となる．

　また（1．2．5）を用いて，

（3．2．4）

・乃
蝋号（・一2乞6）＋去（P＋α＋・）1－9）

一翻、肇、、）κα1昇）｛・一希［（P＋9＋・）乃、∋2、、＋α・（κ）、箋、、］

　　　　　　（1－4の乃　（P＋9＋1）2碓＋1）

　　　　　　　　　　　　　　8（1－2の2

＋（ 舞κ）（・＋姦）一、職控鴇・

＋8（乞む繹2¢哲），］＋・（・／m）・｝

　加重和（1，2．1）～（1，2．4）を適用し，（3。2，2）とまとめると，

（3．2．5）卯（6）ニ（1－2の一pq／2exp｛2ゼ6s・（1－2の一1｝

　　　　　・［　　　　　　　　1　3　　　　　　1＋一Σん2．（9）（1－2の一α
　　　　　　　　2呪α＝1

　　　　　＋詰侮（9）（・一姻＋・（券）

ここで
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　　　　　　　　　　　ん2（9）＝（P十9十1）31，

　　　　　ん4（9）ニー（P＋9＋1）3、＋2s2，　ん6（ρ）ニー232

　　　　　　　　　　1　　　　　9・（9）＝一一P9（プ＋92－5），92（ρ）ニ0，
　　　　　　　　　　48

　　　　1　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1
94（ρ）二互（P＋9＋1）2（sl－23・）＋万（P＋9＋・）32＋聴蜘2＋92－5）

　　　　196（9）＝一（P＋9＋1）25、一（1＋2（P＋9＋1））32

　　　　4
　　　　一｛・＋÷（P＋9＋・）・｝31＋告3・＋去（P＋9＋・）3・32

9・（9）一
・＋音（P＋9＋・）｝3・＋｛・＋音（P＋9＋・）・｝sl

　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　－433一（P＋9＋1）3、32＋一31
　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　8　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　1
9・・（9）＝一33＋一（P＋9＋1）3、ε2－3茎，9、2（ρ）＝一31
　　　　　3　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　sゴニtrρノ，ブ＝1，2，3，

である．

　妖6）を反転すれば，鯉二∫として，

　　　　　　　　　　　　　　1　3P｛一2ρ10gλ≦の｝ニPノ（δ2）＋一Σん2、（9）乃＋2．（δ2）

　　　　　　　　　　　　　　2肌G箒1

　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　＋嘉Σ92。（9）乃＋2。（δ2）＋0（1伽3），

　　　　　　　　　　　ηz　α＝o

ここで一P／＋巴（δ2）＝Plz2∫＋Kδ2）≦のLπ釦（δ2）は自由度∫＋Z，非心

母数δ2のカイ自乗変数である．
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　この結果はSugiura　and　Fujikoshi（1969）にょる．Fujikoshi

（1973）はこれを1／鴉3まで展開している．

　9＝0としたとき，HillandDavis（1969）はλのα％点を自

由度鯉のz2分布のα％点で表現する式を求めている．

　Lee，Krishnaiah　and　Chang（1976）は仮説Eのもとでの分布

展開を1伽14まで求めている。これはBemoulli多項式の15次

までの式がAbramowitz　and　Segun（Handbook　of　ma†hematical

functions，Dover　pub．1968）に有るからであろうか，この表現

を用いて計算機による分布関数のパーセント点の探査は有益であ

る．

　：PillaiとNagarsenkerは，統計量L＝λ2’Nの積率E［か］が

Gamma関数の積として表現されるので，逆M：elh1変換を用い

てLの精密密度関数を求める方法を提案している．

　E［か］は（3．2．1）であるから，Lの密度関数は

　　　　　　　　　駅学）。．α（一ρ）

（3，2．6）　　∫（五）ニ　　　ΣΣ　　　P。（L）
　　　　　　　　　ち（号）岡‘あ！

　1
　一（π＋1一μ）＋ん＝sとするとき，
　2

（3．2、8）鍛（L）一素一宏》φ（s）d3
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　　　　嚇「舞課翠）1

となる。これより（L2，5）を用いて展開し，

（瑚　　φ（・）一バ［・＋恥］

とする，ここで，

　　　　　　　　　　　　　”ニP6／2，

　　　　　　　　　　ワ　　　　9γ＝（一1）γ一1Σ［β7＋1（亙1）＋βr＋、（N2）一刃，、1（1V3）

　　　　　　　　　7＝1
　　　　　　　　　　　　　　　－Bγ＋1（ハ天4）］／γ（7十1）

茄一乃‘一π一μ＋乞 珊一些，珊一一π一μ＋執一乃乞＋μ＋尻
　　　　　　2　　　　　　　2　　　　　　　　2　　　　　　　　　　2

である。また，

　　　　　　　　　　　1　ア
　　　　　　　　　Z7ニーΣ娠Z7一㌃，Zoニ1
　　　　　　　　　　　7　面＝1

をみたす．

　ηが整数の揚合と半整数の場合に分けて計算を行うが，”が整

数の時には，留数定理より，

　　　　　　　　　　　　　ね（3・2ユo）　P、（L）ニL（π一μ一1）’2Σ［（一109五）u＋γ一1zγ／r（η＋7）］

　　　　　　　　　　　　　？30

となり，Lの密度関数が求められる。びが半整数の揚合は省略す

る（Nagarsenker（1977））．

　9ニ0の揚合には，この密度関数の表現は計算機を用いること

により容易に分布関数，パーセント点の探索が出来る．しかし，
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9≒0の時にはZona1多項式は低次の場合しか得られていないの

で使用しにくい．　　　　　　｛

　P皿ai，Nagarsenkerはこの方法を用いて，多変数正規分布の母

数に関する尤度比検定統計量の積率がGamma関数で表現され

るので，パーセント点の数表をいくつか与えている．Nag肛senker

and　Pilai（1973a，b），（1974）．

　3．3Lawley・Hotellingの71

　Lawley－H：otelhngのTl一統計量丁3ニπtrS・Sr1の分布は多く

の人によって取り扱われ，そのたびに新しい導出法が提示された・

　精密密度関数はConstantine（1966）が行列変数のLaguerre多

項式を用いて0〈究＜πに対して収束する巾級数展開として求め

た．Ito（1956，1960）、Siotani（1957，1971）は摂動法による方法，

Davis（1968，1971）は9＝oの時に常微分方程式を用いる方法，

Fujikoshi（1970），Eayakawa（1972）はLagueπe多項式の加重和

を用いる方法等により求めている　ここではMuirhead（1972）の

偏微分方程式を用いる方法を述べる。Muirhead（1970）は‘2ニ0

の揚合も同じ手法で求めている．

　Mukhead（1970）は1F1＠o；8）とψ（α，O　l　R）が同じ偏微

分方程式

（翫鋤躍舞＋や一穿一研叢誰劫協

　1　P
一一
　　ゴ姻

2凪些Rノ島一αり一・・a…，P
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をみたすことを示した（1。5．29）．

　第2種のBesse1関数

（3・3・2）現（R）一 ．etr（一ES）etr（一⑧1）181一吻S

とψ（α，0峯E）の関係は，

（3，3。3）　limlr（α）αP＠＋1）’2－pcψ（α，・沼／α）｝＝8。一＠＋1），2（R）

　　　　　α→09

となる．

（1。5．29）を（1，5．28）の関係より求めたのと同様にして，β。一＠、），、

（R）は次の偏微分方程式を満す．

（瑚鵜＋レー去（P一・）＋端島套識

　　　　　　　　1，　劫　∂ツ　　　　　　　ー万誤E‘一劫爾＝銑ゼニ1・a曾。’・P

これはoF1（O　l　E）に対する偏微分方程式（1．5．24）のE。に対

するものと同じである．

　一般性を失うことなく，・Σニ112とするとき，TlニπtrSISr1の

積率母関数はS2＞0で積分すると，

（3．3．5）

　　9（6，9）＝E［etr（一6πS、SΣ’）］

　　　　＝噛誰）乱2廿（　）［脚鵡去ρ＆）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・B＿π溜（蛎S1）dS1

　ここで，
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（3・3・6）　岳晒（争）／ち（号）一・

（3・3・7）腿（号丑）／ち（芸）一・t・（一R）

であるから，

（3・3・8）峠R）／ち（号）一et・（一E）exp（E（R））

　　　　　　　　　　　　　丑（R）＝Σ9κ（R）／が，軌（0）＝0，な＝1，2，…
　　　　　　　七＝1
とおく・よつ　樹の偏微分方程式より・

（3．3．9）

　　　島｛器＋（霧）斗＋｛・一芳一・　蟻島響識

　　　　　1P　丑ゴ　∂互　1
　　　　一一Σ　　　一＝一（P＋1）一盈，ゼニ1，2，…，P、
　　　　　2糞1丑乞一刃’∂E／2

　E（R）を上式に代入し，π0，π一1，％一2，…の係数比較して偏微分

方程式を解くことにより，

　　91＝32一（P十1）31

　　　　　8　　92＝一一s3＋（3P＋4）32＋sl一（P＋1）2s・
　　　　　3

　　　　　　　8　　　93＝10s4＋一（5P＋8）s3－83・s2＋（6P2＋16P＋13）s2
　　　　　　　3

　　　　＋（4P＋5）31一（P＋1）33、

等となる．なお3，＝tr躍，ブ＝1，2，…である。

　故に
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　　　　　　　　　　　　　　　け（3・3・10）　　　exp（丑（R））ニ1十ΣPκ（R）／が

　　　　　　　　　　　　　　　七昌1

とでき，

　　　　　　　　　　　　1　　　　P1ニ91＝0（2）（丑）一一（7（12）（丑）一（P十1）0（1）（E）

　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　1　　　　．P2＝92＋一91
　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　1
　　　　P3ニ93＋9・92＋一‘21
　　　　　　　　　　　6

である，以上まとめて，

（“11）B ）＝血（一2哲＆）［1＋号＋舞＋0（券）1

これを（3．3．5）に代入して項別積分を行えぼ良い．

　第1項は，

（3．3．12）

e漏）烏廿（一α＋26）＆）固画多・坤

　　一etr（一1遥2哲9）（・＋2哲）一

1加の項は
（3．3．13）

e嚇）乱3廿（一（1＋26）＆）1＆岬痒艦9＆）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・P1（S1）♂81
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－etr
一1｛2、9）（・＋2哲）一｛（1ぞ2、）2［L頭一2（1奪2、）ρ）

一去五剛一2（、琴2、）9）］

一（1ぞ2，）（P＋・）L頭一2（1皐2、））｝

　以下同様に行う．

　Laguerre多項式を0、（ρ）で表現し，またσ．（9）をtraceの

関数で表現することにより，の＝trρノとして，

（3，3．14）

　　　9（ち9）一et・（一、筆、、9）（・＋26）一｛・＋号＋・（毒）1

　　　　　　　σ2　　　　　　1
　　　T・ニ　　　＋　　　｛σ2＋（P＋9＋1）σ、｝
　　　　　4（1＋26）42（1＋2哲）3

　　　　　　　　1　　　　　十　　　　　　　　［σ2－2（p十2g十1）σ1十pg（p十g十1）］
　　　　　　4（1＋2‘）2

　　　　　＋　9（σ1－P9）＋禦（9－P一・）．

　　　　　　2（1＋26）　　　4

　これを反転することにより鰐の分布関数の漸近展開式を得る．

（3．3．15）

　　　　　　　　　　　　　　　　1　4
　　P｛Tl≦劣｝＝P｛X多q（δ2）≦詔｝＋一ΣαブPpq．2ゴ（δ2）＋0（1／π2）。

　　　　　　　　　　　　　　　2πブ＝1

ここで

　　　α1＝一P9（9－P－1）　　　α2＝一29σ1十P9（P十（Z十1）

　　　α3＝一σ2十2（P十9十1）σ1　　　α4＝σ2

である．
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Muirhead（1972）は1／π2まで求めている．またDavis（1970）

はρ＝0について1／がまで求めている．

　Hote皿ng　T2に対しては次の様なものが考えられる．

　（i）s1～％（・Σ1，π1，‘2），s2～馬（．Σ2，π2）．独立とするとき，T1

＝trSISr1は仮説π：．Σ1ニΣ2の検定に使用される。

　（ii）s・～％（ろπ・，9・），s2～％（ろη2，・92），独立とするとき，

T2ニtrSISr1をDoubly　non－central　H：otelling　T2という．

　これらの精密標本分布関数はDavis（1979）により各，々次の様

に求められている．

（3．3，16）

　　　　　ち（学）

　五（T）ニ　　　　etr（一ρ）凹一π・’2丁圃2一・
　　　　ち（穿）T（劉

　　　考謬鍵勘轡（鋤

ここで，蘇＝Σ1’2．Σ劉Σ量’2である．

（3．3．17）

　　　ち（π1吉馳）

五（T）＝　　　　etr（一9、一92）丁碑層・
　　ち（㌻）r（讐）

　　’翫鴇融酔九職押（鼠仏）／z・（獣
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となる．

Hayakawa（1981）はT2の密度関数の漸近展開をHayakawa

（1972）と類似の方法で求めている．

　偏微分方程式を用いて統計量の分布を求める論文として，Muir－

head（1970b，1972a，1972b），Muirhead　and　Chikuse　（1975）・

Constantine　and　Muirhead　（1976），Fujikoshi（1974），Sugiura

（1972，1974），Chikuse（1976，1977）等が有る．

　3．3　Bartlett・Nanda－Pillai統計量y

　Bartlett（1939），Nanda（1950）により提案され，Pinai（1955）

が再定義した．その後Pillaiが7について多くの論文を書いた

ので，P皿aiの統計量という人もいる・

　7二勉trS1（S1十S2）一1，㎜＝．〈7－s十9ニπ十9（P≦9）のとき，Pillai

（1968）は積率母関数が

岡礁）誼（一9）1［商炉（一s）ls陣

　　　　　　　　・丑（暑；号；　＋9－1ンS］

となることを示した．

　ここで

（綱・［∫］一ち（各）（2罪冠＠加・t椰1釈Z）4Z
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である．

　二項展開式を用いて，

　　　　　　　　　　　　。．（雛ア

（3．3．3）　M（6）＝etr（一ρ）ΣΣ　　　　¢（2の
　　　　　　　　　　　　脚‘（新1

　　　　　　　　　　　　　　　　（舞α（ρ／㎜、）

　　　　　　　　　　　　麟）（新α）

となる，しかし，M（哲）の1伽に関する展開を初等的表現にする

には二項係数にともなう加重和の知識が現在は不足していて，

（3．3．3）より直接には得られない。

　一方Fuj孟koshi（1970）は（3．3．1）を適当にTaylor展開をす

る方法により盟（のの漸近展開を求めた．9＝oの揚合にはFu－

jikoshi（1973）は1／がの項までの展開を求め，分布関数を求め

ている．Muirhead（1970）はやはり9ニ0について偏微分法を

用いる方法で1／がまで求めている．

　得られる結果は類似であるので詳細は省略．

　3．4　Royの最大（小）固有値

　Roy（1953）は各種の仮説検定に於いて，対称確率行列の最大

（小）固有値を統計量として使用することを提案している・中心

Wishart行列，Beta，F一行列の最大固有値の分布関数はZonal多

項式を用いてSugiyama（1967a，1967b），Constantine（1963）に
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よって得られている．また最小固有値についてはMuirhead　and

Chikuse（1975），Sugiyama（1967b）によって得られた。p＝2の

揚合には，Muirhead（1972）が中心Wishart行列の最小値の分

布を初等関数を用いて表現している・非心Wishart行列，Beta

行列に対しては最大固有値の分布は（3．L3），（3。1。6）で与えら

れるし，またHayakawa（1969）は行列変数のHermite多項式

を用いる表現も与えている．

　これらの表現はZonal多項式，不変多項式等による表現であ

り，具体的にその分布関数を求めることはpニ2程度のものしか

役に立たない．その為に，漸近表現が必要とされる、

　Sugiura（1973）はWishaτt行列Sの固有値δ1，」2，…，らにつ

いて次のことが成立することを示している。

　S～｝Vp（・Σ，η）とし，Σの固有値を冠二diag（λ、，λ2，…，λp），λ、＞λ2

＞…＞えpとする．sの固有値L＝diag（Z・，…，δp），Z・＞一＞Zpの

鞭（ブ≦な）に関する偏微係数はS二江で次の様になる。

　　　∂乙α　　　　　∂乙α
　　　一＝1．　一二〇，（ブ，毒）キ（α，α）
　　　∂εαα　　　　∂s幽

　　　∂2zα　2　　　　∂2呂α
　　　　　　　　　ブ≒α，　　　　＝0
　　　∂s装，えα一λノ　　　　∂3弗∂3ε惚

∂3Zα　　一2　　　　∂3乙α　　2
　　　ニ　　　ブ≒α．　　　一　　　ブキα・∂3α、鵡（λ、一λ，）27　　∂3ガ薦1（λ¢一λブ）2’

（3．4．1）

∂講お、錦（ろ一λ，灸ん一為）・爆≒α
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　　　　　　　　∂3Zα
　　　　　　　　　　　　ニ0：他の揚合．
　　　　　　∂3ゴκ∂S伽∂3γs

　これよりZ．加のλ。の近傍に於けるTaylor展開が得られる，

（3，4．2）

　　躯＋（継）＋撫え森、》

　　　　　＋撫（轟畿一ろ）き＋黒（、讐），辮一λ・）

　　　　　＋紘一λ灘一為）馴＋高次の項

　（3．4．1）は（1．5．3）の導出にも使用されている．

　sugiura（1973）は（3．4。2）を用いて，各固有値の分布関数を

次の様に求めている．

（3。2．30）

　　　　　　　　　　　　　　　　1　2P｛砺（z。加一λ．）／τ≦の｝ニφ（の）一一一Σα2ブー1φ（2ゴー1）（詔）／τ2ゴー1

　　　　　　　　　　　　　　　　4篇ノ昌1

　　　　　　＋0（1加）

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　λゴ　　　　4
　　　　　　　　α、ニ2∠λ。＋λ．Σ一，α3ニーλ套
　　　　　　　　　　　　　　加えα一λゴ　　3

　　　　　　　　魁＝π一2∠，τ二万λ．

である．

　Muirhead　and　Chikuse（1975）はLの同時密度関数が・F・で

表現されることより，oFoを漸近展開することにより，研（z．／π

一λ、），αニ1，2，…，pの同時密度関数の漸近展開，及び周辺密度関
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数の展開も与えている．これらの結果はSugiura（1976），Chikuse

（1976），Fujikoshi（1977）によりΣが重根を持つ場合に拡張さ

れている．

　sugiura（1976）はs1～rp（Σ1，π1），s2～％（Σ2，η2）とするとき，

S、Sr1の固有値，固有ベクトルの分布を，．Σ、Σrlの固有値が重根

を持つ揚合について，摂動法を用いて得ている。Chikuse（1977）

も重根が有る揚合について，o瓦一型を展開する方法によって得て

いる．

　3．5二次形式

　X，p、．～Np（κ，Σ），五、．．．＞0，1凪ρx”とするとき，SニX且X’を二

次形式統計量という。Mニ0の場合には，Sの密度関数はHaya－

kawa（1966），Khatri（1966），Shah（1970）等により，いろいろ

な表現が得られた．またMキ0については，．Σ一1’2SΣ一1’2の固有

値の同時密度関数が多項式P、（T，且）を用いていろいろと表現さ

れている（Rayakawa（1969），（1972））・またCrowther（1975）・

Khatri（1977）は．P、（T，五，B），L！（S，』，T）を用いて表現してい

る．

（3・5・・｝　tr（一抄Mκ）ωP（嗣

　　　　・評（隅，幽酔勉／2）／（号）タ

（3，5．2）乞ひp（嗣撫L9－P一・）’2（9Σ一1’2SΣ一・’21，2召2，％）／（号）汐！
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　ここで7B・＝（9∠）一一ろB2＝1一曜，凧＝（2Σ）一・’2遡r・’2，％＝

（2Σ）一1’2遡f1／2である．

　これらの表現はMoment特性関数の計算が容易に出来るもの

である．

（3．5．3）

（3．5．4）

E・Sl厄］一19梱r 一去…）

ち（号＋ん）　。．（号＋棚

・　　　1Σ／gl厄ΣΣ　　　．P、（｝v、，召、）
　ち（号）　脚暫ん・（翁

恥（・s）］一1，」1謂髪諭票）

の　　　
●羅㌃R（『・，B・，（1－2瑠9）一1）

　X，p牌～亙（砿Σ1），五～％（．Σ2，π）とし，Xと五は独立とする．

このときTニ4万Σ’1’2且一1’2揚『1’2Xを行列丁一変数という．Marx（1982）

はTの分布について論じている．

　Tの密度関数は

　　　　　F・（禦）

（3・5・5）　　　　1Σ1’2Σf1Σ1∫21一刎2
　　　　ち（号）（一）肌1’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じてルキル　ノセ
　　　　・1＋一Σf1／2Σ2Σf1’2（T一胚）（T一躍）’

　　　　　　π

となる（Marx・de　Waa1，Groenewald，and　Ne1（1981））．
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　E＝T’Tの密度関数は

（3．5．6）

礁去π）
　　　　　　　　　1融罪剛笹…）舟etr（一去職）
姦（書）疏（π＋穿一P）

・編》←が摩咽

である，

　これよりRの固有値の同時密度関数，最大固有値の分布関数

が求められる．（Marx（1982））．

　de　Waal（1979）はvon　M：ises－Fisher分布とBingham分布を

一般化してBingham－von　Mises－Fisher分布の密度関数を

　　　　　　　　　1（3．5．7）　　　　　　　　　　etr｛4X－1匠）B（X一κ）’｝，
　　　　　　　F（五，β，翌）

とし，（3．5，7）が密度関数となる為の定数F（且，B，皿）を

（3．5．8）F（五，B，M）＝etr（且遡M’）etr（gB）

　　　　・撫R（が灘（・一9才1）湘一9ろ一β）／（妥》！

と求めた．ここでX、p、m（m≦p），且，×p＞0，β，獄皿＞0，M，px皿であ

り，X／Xニ1肌をみたす．即ちXはStiefe1多様体の一点であり，

その体積は
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　　　　　　　乱！一　鴨（号）

である．

　忽＝0，B二恥のときBingham分布，且二石，B＝煽のときvon－

Mises分布，五＝巧のときvon－Mises－Fisher分布という。

　3．6　非正規母集団による分布

　母集団分布を非正規としたとき，その標本分布論は，特殊な分

布を除いて精密分布論を展開することは困難であり，漸近分布の

問題が取り扱われる程度である．その中でDavis（1976，1980）

による方法は興味深いものである．

　κ＝（¢・，勉，…勘）’をp次元確率変数とし，7次の積率を防、ブ．．憐

とする。特に平均ベクトルをE（の）ニμ，共分散行列をCov（劣）

＝．Σとする．またγ次のCumulantを局、，，，，ヴ．とする．

　ここで，2＝（2・，…，βp）！は確率変数で，E（z）ニo，Cov（2）＝0，

7次のCumulantを局、．．グ．とすると，澱は平均μ，共分散Σ

を持つ正規変数〃とZとの和として表現される．妖副μ，Σ）を

ル（μ，Σ）の密度関数とすれぱ，即の密度関数∫（灘）は，

（3．6．1）　　　∫（の）＝E．［9（κ一zlμ，Σ）］

　　　　　　　　　　＝瓦［卯＠1μ十z，Σ）］

となるので，副2～1▽（μ＋Z，．Σ）である。即ち2を固定したとき，

劣は正規変数として考えれば良い．

　ここでX＝［鋤，絢，…，翫コをpdf五（∬．），平均μ、，共分散

行列盈，高次のcumulantだ．，、．．φを持つ母集団からのrandom
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sampleとすれば，

　　　　　　　ル　　　　　　　　　　　　　　バ
（3．6．2）　　H瓜∬．）＝E．皿妖∬、レ．＋2．，瓦）］
　　　　　　　α冨1　　　　　　　　　　　　　α＝1

となる．

　これより非正規標本行列Xによる統計量S（X）の密度関数

は二段階を経て得られる。

　（i）　z＝［z、，…，7司を固定したときのsの密度関数g（Slx）

を求める．これには，平均値μ。＋2、，共分散行列Σ。の正規標本

と考えて，正規分布理論を適用する．

　（ii）Sのpdfは
　　　　　ヤ
（3．6、3）　　　　9（S）ニEz［9（SIZ）］

より求められ，E［2．］＝0，Cov（z．）ニ0，高次のCumulantは

καゴ1，．外とする、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル
　今記。lz。～1V（μ＋2。，Σ），α＝1，2，…，Nとすれぱ，S＝揖（銑一

万）（鐙、一万）’は，SIZ～！V研（．Σ，π，9），π＝1VF－1，9＝Σ悶1防，晩＝

ル

Σ（2。一7）（2、一2）’となる．、Σ＝1とするとき，Sの固有値L＝
直昌1

diag（Z・，Z2，…，Zp）の同時密度関数は，

（3．6，4）　　etr（Z）。FIP）（7＋（P＋1）／21瓦一Z）

　　　　　　　　　　　　㎝　　　　　L；（X）（7．（Z）
　　　　　　　　　　　＝ΣΣ
　　　　　　　　　　　　此一・・（7＋（P＋1）／2）．乃！σ．（ん）

を用いて，
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（3．6．5）　9（Llz）㏄etr（一L／2）1五1（η曽P『1）βH（♂、一の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kゴ

　　　　　　　　　　。．（一訴（％）

　　　　　　　　　・ΣΣ　　　　　L雲πウ1）俘（L／2）．
　　　　　　　　　碗π乃！（号）飾）

よって，Lの密度関数は（3．6．5）　に於いて，θ．＝Ez［q（防）］

とすれば良い．

　このとき，1≦彦≦3に対して，

　　　　θ（1）ニO

　　　　　　　（亙一1）2
　　　　θ（2）ニ　　　Σ梅“，θ（・2）＝0
　　　　　　　　　ハr　葛，フ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　（1V一一1）4　　　4（亙一1）（N－2）
（3。6．6）θ〔3）＝　　　Σ砺獅＋
　　　　　　　　ハ73　乞，プ，彦　　　　　5ム7

　　　　　　・Σ（2楊κ十3向ノκ伽）
　　　　　　ちゴ，勘

　　　　　　　　12（2V－1）（N－2）
　　　　θ（2・）ニ　　　　　　Σ（向κ一砺κ伽）
　　　　　　　　　　　5ハ7　　　　巴，ノ，鳶

　　　　　θ（13）＝0

となる．

　線型M：odel　r＝ξオ＋E，r、ρ．濫E，PX瓦且．9X嬬rank且＝9，ξ．P．9

に於いて，E＝［ε、，…，ε司の列ペクトルε．は互に独立とし，平

均0，共分散Σとする．

　　　　　　　仮説：ξ0ニ0，σ、幅，rank　O＃

に対する統計量はBeta行列B＝S、（S、＋S2）4の固有値β、〉β2

≧…≧βp≧0にもとづくものとなる。ここで，
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（3．6．7）S、ニy亙r，　S2ニrEr

　　　　　　π＝。4（ん4’）一10［σ’（。生4’一1（ン）］顧1（γ（！1！1’）囎1五’

　　　　　　E＝1一五’（ん4’）一1五

　Z、p×F［z・，z2，…，ZN］は前述のダミー変数とすれぱ線型Mode1

は

（3．6。8）　　　　　F＝ξ且＋Z＋E

と表現できる．

　故に，Zを固定した時のS、，S2は互に独立なnon－central

Wishart行列で，自由度π1＝6，η2＝1▽一g，非心母数9・＝ZEZ72，

島二Z1ワZ’ノ2となる．これより，仮説を検定する統計量として，

zを固定したとき，wilksの尤度比規準1s2！／Is・＋s21＝11－BI，

Lawley－Hotelling蝿二trβ（1－」3）一1ニtr　SISΣ1，Bartlett－Nanda－

Pillai統計量trB，Royの最大固有値β・，等は全てdoubly　non－

centralとなり，これらの分布の導出にこそ二変数の不変多項式

の導入されねばならぬ理由が有ったとも言える，Lawley－Hote1－

1ing　T2は（3．3．17），Royの最大固有値β1は（3．1。6）でその

密度関数，分布関数が与えられている．またBeta行列の固有値

4＝diag（β・，…，βp）の同時密度関数は，

仏鋤姻 ）膿）1∠岡回岡

　　　　　　　　　　　（学），。y（鍛）。y（41一江）

　　　　　・■（β¢一βゴ）Σ

　　　　　　側　　（瓠獣　q（煽）
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となる．

　これより！1の密度関数は（3。6．10）で43』Ez［03λ（ρ1，ρ2）］

とすれば求められる．

　Hニ（砺），Eニ（θのとすれば，む～は次の様になる．

κλφ

　　　　　　1112

　　12

213

　　21
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