
一般逆行列の初等理論

磯　野 修

　この論文の目的は統計に応用される一般逆行列をできるだけ初等的に解

説することにある．現在までの一般逆行列の理論と統計的応用についての

簡明な展望はMitra［3］にあり，統計以外の各方面への応用はBen－

Israe1＆Greville［1］に述ぺられている．本論はこれらの著述への手引

きの意味をもつので，使用する記法はなるぺく上記の二者に近いものとし

た．

　§1ではペクトル空間についての諸概念を復習し，§2および§3で一

般逆行列について述ぺ，§4で統計的応用を示すこととする．

　　　　　　　　　　§1射影行列

・一・ト名

横に並ぺた（苅，晩，…，晦）をπ次元行ベクトルとよぶ．これらはいず

れも％次元ベクトルで，縦に並ぺるか横に並ぺるかはペクトルを書きあ

らわす場合の便宜による，本論では，とくに断り書きのない揚合にはベク

トルは列ベクトルとして書きあらわすものとする．ベクトルの転置を右肩

に’をつけて示す．

　％次元ペクトル全体の集合を記号脇で示す．すぺての成分が0のぺ
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クトルをゼ・ペクトルとよび，記号0ηまたは0で示す．またすぺての成

分が1のベクトルを1ペクトルとよぴ，記号1πまたは1で示す・

　鵜に属する甥個のペクトルα1，α2，…，砺が与えられたとき，砺62，

山，砺を任意の実数として01α1十〇2α2十…十砺α狐の形にあらわすことの

できるベクトル全体の集合は，α1，α2，…，砺の張る部分ペクトル空間と

よばれる．

　7㌦の基底の一つを（ε1，e2，…，eπ）とする，0≦7≦銘をみたす整数7

を定めて，εエ，e2，…，θ7の張る部分ベクトル空間をγ（1），ε7＋1・e7＋2・…・砺

の張る部分ベクトル空間をγ（2）と書けば，γ（1），γ（2）はそれぞれ7次

元および％一7次元のペクトル空間になる．ただし7＝0またはπの揚

合に生ずる0次元ペクトル空間とは，ゼ・ベクトルだけから成るペクトル

空間であると定義する。

　上記のγ（1），桝（2）を使うと，任意のα1∈γ（1），α2∈γ（2）に対してα1十

α2CVηであり，かつ任意のα∈垢が与えられたとき，α＝α1十α2

ただし偽∈γ（の（仁1，2）と分解されて，α1，α2は一意的に定まる，この

ときγπはγ（エ〉とγ（2〉の直和であるといい，γπ＝π（1）①γ（2）と書く。

さらにα1を骸2）に沿うてのγ（1）上へのαの射影，α2をγ（1）に沿

うてのγ（2）上へのαの射影という．

一クト・
謝一傘を・と〃

の内積とよ舜派一剛よ％次元ユークリッド空間におけるペク

トル¢の長さを示す．ガ〃＝0のとき，二つのペクトル澱，〃は直交す

るといい，記号κ⊥彫で示す。

　上記のγ（1），π（2）について，任意のα1∈π（1），と任意のα2∈γ（2》に対

してα1⊥α2のとき，γ（、》とγ（2）とは直交するといい，記号γ（1）⊥γ（2》
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で示す。このときヱ！（1）を，γ．についてのγ（2）の直交補空間とよぴ，

記号7（2）↓であらわす。対称性からγ（2＞ニ7／ω⊥である．

　了㌦＝γω㊦π（2），澱1）⊥γ⑧のとき，γ（2）に沿うてのグω上への

α∈グπの射影を，グ（1）上への正射影という．同じようにπ（2）上への正

射影が定義される．

　定義1・1翅×％型の実数行列全体の集合を鬼mxπと記す．．4∈刃似π

のとき，且を転置したηx別型行列を・4’で示す．

　行列且の階数をrank且と書き，とくに・4が正方行列の揚合に対角

元の和をtrace且で示す。

　なお行列について記号0はすぺての成分が0の行列を示すものとする．

κ次の単位行列をちまたは1と書く，さらにペクトルおよび行列につ

いて，必要な揚合にはそのサイズを且のように行列記号の下または右下
　　　　　　　　　　　　　鎚Xπ
に記すものとする．

　定義1・2　∠4∈刃撚πを列ペクトルによってA＝（α1，α2，・一απ）と書く

とき，α1，α2，…，砺の張る部分ベクトル空間を五の列ペクトル空間とよ

び，記号π（且）で示す．

同じ一クトーよ・て と書一一砺
の張る部分ペクトル空間を且の行ベクトル空間とよび，記号κ（且）で

示す．

　命題1・1A∈刃撚π，rank．4＝7とする．

　　　　　　　　∬（且’）＝｛κ：！1’∬＝O，κ∈ン’m｝

とおけば，沈（4），ガ（．4’）の次元はそれぞれ7，κ一7であって，

　　　　　　π（且）⊥バ（・4’），　γ皿二π（且）㊦ガ（Z4’）．

　証明　π（4）の次元が7となることは明か．定義から

　　　　　π（漣）⊥ニ1〃；（肋）’〃＝o，∬∈γπ，“∈γπ｝
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であるが，（・4∬）・〃＝κ’・4’〃ニ0における躍∈γηは任意であるから，この

式は・4’〃＝Oと同義．これをみたす〃∈γ皿の集合はガ（11’）にほかな

らない．

　したがって沈（且）⊥ニガ（且’）となり，これからガ（・4ノ）の次元が％一〆

であることと，了／m＝π（且）㊦ガ（且’）が出る。　　　　　　　　　（終）

　命題1・1の系1∠4∈刃撚πのとき，π（且）＝海（’4孟’）．したがって

rank且＝rank．4且’．

　証明　∠4z4ノ〃＝Oならば∬協1藍’〃＝α　したがって且’〃＝Oとなって，

∬（ん1’）⊂∬（且’）。上の命題を使って

　　　　　　瀦（且且’）＝ガ（A4’）↓⊃ガ（14’）⊥ニπ（且）．

　他方π（ん4’）⊂π（且）は列ペクトル空間の定義から明らかであるから，

二つの包含関係をあわせて，沈（A4’）＝沈（A）．

　したがって・4沈と且ゐ階数は等しい．　　　　　　　　　　（終）

　命題1・1の系2π次正方行列・4が対称ならぱ，π（且）⊥ガ（且），

γ’η＝π（且）㊥ガ（且）．

　例1・1．4＝翫のとき，沈（4）を溺次元ユークリッド空間上で示せぱ，原点を

通り，かつ座標軸の正方向を示す半直線のすべてと等角に交わる直線’の張る1次

元ペクトル空間である・ガ（1皇’）は直線」と直交する甥一1次元の超平面である・

　例1・2・4＝（1，α）∈匁撚2，rankz4富2ならぱ，1とαとは1次独立で，沈（且）

は・と一2一一 糟‘と一・と
α一41とはπ（五）の直交基底となる・ガ（・4’）は上記の2次元の超平面の直交補

空間で，とくに卿＝3ならぱ沈（4）は3次元空間内の平面，バ（・4’）はその平面

の法線ベクトルの張る1次元ベクトル空間である．

　回帰分析では対称なベキ等行列が登場する．それはこの種の行列が正射

影行列としての役目を果すからである。はじめベキ等行列について復習し，
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それが対称のとき正射影行列となることを述ぺる．

　定義1・3　正方行列・4∈盈π×ηが条件Z1・4＝．4をみたすとき，これを

ベキ等行列という．

　命題1・2　ペキ等行列の固有値は0または1である．

　証明　ペキ等行列且の固有値をλ，これに対応する固有ペクトルを佑

とする．∠4・4を且2と書くとき，。4躍二λ∬の両辺に対して左から且を

かけて，∠4㌦＝λ1物二λ2飢他方1皇㌦＝．4¢ニλ澱であるから，λ㌦＝漉す

なわち2（え一1）劣＝O，ここで∬はゼロペクトルではないから，え＝0ま

たは1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　孟が％次のベキ等行列のとき，任意のα∈％に対して明かに

　　　　　　　　　α＝4α＋（1一且）α．

　ここでα、＝・4α∈π（且）は明か．α2＝（1一14）αとおけぱペキ等性から

且α2＝且（1一且）α＝0．したがってα2∈ガ（且）となる．ここでα1，α2は

一意的に定まる．さらに任意のα1∈沈（且），α2∈ガ（且）に対してα1十

α2∈γπは明かであるから，γ％＝π（且）㊦ガ（且）となる．

　この事実をつぎのように述タ．る．

　命題1・3且がベキ等行列のとき，4はガ（且）に沿うてのπ（且）上

への射影行列である・また1－4は沈（且）に沿うてのガ（且）上への射

影行列である．

　この命題の逆は，

　命題1・4γπ＝γω①π（2）のとき，γ（1），γ（2）の次元をそれぞれ7，

％一7とする，π（1），γ（2）の基底を列ペクトルの形で書きあらわしたものを，

それぞれ（θ1，ε2，…，e7），（eプ＋1，cプ＋2，…，砺）とし，

　　　　　　2麗1瓢lll諜レ研　（u）

とおく．
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　このとき

　（i）行列

　　　　　　　　　　．4＝（Eω，0　）（E（、），E『（2》）一1　　　（1．2）

　　　　　　　　　　　　　　π×（η一7、

はペキ等であって，㌘（2）に沿うてのγ（n上への射影行列である．

　（ii）　上記の行列且は，膨（1），γ（2）における基底のとり方に依存せず

に一意的に定まる．

　ただし7＝0のときは且二〇，7ニκのときは∠4ニムとおくものとす
　　　　　　　　　　　　πXπ
る．

　証明　7＝0または％の揚合は明かであるから，1≦7≦η一1の揚合を

考える．

　（i）任意のα∈γπを定め，

　　　　　　　　　　α＝α1θ1十α2θ2十…十απεπ

とする・骸2）に沿うての斯1）上への射影行列且の存在を仮定すれぱ，

　　　　　　　　　　　∠1αニσ1θ1十…十召7εγ

であるから

　　　　　　　　　鴛：1二1そ鵡）｝　・L3・

すなわち，

　　　　　　　　　　11（1i7（1），El（2））＝（E（1），　0）　　　　　　　　　　（1。4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ηx（π一7）

ここで（E（1），E（2））は正則行列であるから，（1．4）から（1．2）が導かれ，

存在を仮定した且は（1．2）の形で確かに存在する．

　このとき（L3）から出る14E（1）＝E（1）を使って

　　　　　　　　　且2＝且（E（ユ），0）（E〔、），E（2））一工

　　　　　　　　　　＝（E（1），0）（Eω，E（2））一1＝4

となり，ハのペキ等性が示される．
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　（ii）っぎに（ε1，ε2，…，e7），（C7＋1，εγ＋2，…，妬）とは異なるγ（1），γ（2）

の基底をそれぞれ（∫1，∫2，…，∫7），（∫7＋1，∫ア÷2，…，∫π）とし，（L1）にな

らって

　　　　　　　　F（、）＝（ノ1，∫2，…，∫γ）∈ππx7

　　　　　　　　F（2）＝（！7＋1，∫『＋2，…，∫π）∈Rπ×（側

とおく．

　　　　　　　　　　　（F（、），0）（F（1），F（2））一1　　　　（1．5）

もτ！（2）に沿うての骸、）上への射影行列となるが，これが上記の∠4と

同じ行列であることを示す。

　（θ、，ε2，…，Cπ）と（！、，∫2，…，ん）はともにγπの基底であるから，適

当な正則行列Bをとれば，

　　　　　　　　　　（F（、），F（2））＝（Eω，E（2））B

　　　　　　　　　　　　　　＝（E（、）β，E（2β）

が成立する．

　したがって

　　　　　　（1．5）の行列二（E（1）丑0）B－1（E（1），E（2》）4

　　　　　　　　　　　　＝（E（1），0）（E（1），E（2））一1＝且

となって，4は基底のとり方に依存しない，　　　　　　　　　（終）

　なお（1．3）から，E（、）の列ベクトルが沈（且）の基底，E（2〉の列ベク

トルがガ（且）の基底となっていることは明かである．

　命題1・4の系1　階数7の％次のベキ等行列孟に対して，適当な

正則行列Bをとれば

　　　　　　　　躍一（乱、貯8離瓢。）　（上6）

ただしこの式の右辺は，7＝0のとき0ηxπ，7＝πのとき恥とする・

　証明　沈（且）＝グ（n，ガ（4）ニγ（2）
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とおけば，命題1・4の記号を使うとき

　　　　　　．4ニ（E（、），0）（E（、），E（2））『一

　　　　　　一（E。）・E⑫））（33）（Eq）・E⑫）児

ここでBニ（E（1），E（2〉）にとって，上の両辺に対して左からB－1，右か

らBをかければ（1．6）が導かれる．　　　　　　　　　　　　（終）

　命題1・4の系2　ベキ等行列且の階数が7ならぱ，trace五二名

　証明　（L6）を成立させる正則行列Bについて，

　　　　trace・4＝trace（z4BB－1）＝trace（B－1且B）＝乳　　　（終）

　つぎに行列．4がベキ等で対称ならば，命題1・3，1・4と命題1・1の系

2から，ただちにつぎの結果が出る．

　命題1・5　（i）　且が対称なベキ等行列のとき，且はπ（且）上への

正射影行列，1一五はガ（且）上への正射影行列である．

　（ii）π％＝γ（1）①骸2），γ（1）⊥γ（2）のとき，γ（1）上への正射影行列は

ただ一つ存在して，この行列は対称なベキ等行列である．

証明　（ii）の最後の部分だけを示せぼよい．それには命題1・4の記号

でグ（1》⊥γ（2）のとき（1．2）の盆について∠4＝。4’すなわち

　　　　　（Eω・・）（Eα）・E⑫）γ・一（唇：lll）一照δり・（L7）

を示せばよい．

（E（1），E（2））は正則行列であるから，（1．7）の両辺に対して右から

（Eα）・恥左から（鋤をかけて導かれる

　　　　　　（謬：lll〉（E（9・・）一（㍗り（E（9・E⑫））　（・8）

と（1．7）とは同等である．

そして（1．8）が成立するための必要十分条件はE（、）’E（2）＝0である
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が，これは罫（り⊥γ（2）と同等である．　　　　　　　　　　　　（終）

　つぎの結果は統計の最小二乗法を理解するときに有用である。

　命題1・5の系　B∈が×7，rankB＝7≧1のとき，沈（B）上への正射

影行列はB（B’B）一1B’である．

　証明　まず〆＜％の揚合を考える，命題1・5（ii）でπ（1）＝π（B），

E（1）ニBにとり，γ（2）＝π（B）エの基底からE（2）を作り，記号を簡単に

するためにこれをCと書けばB’Cニ0である，したがって

　　　　　　　　（君1）（丑c）一（彫B8。）　（L9）

　ここで命題1・1の系1により，B’B，C’Cの階数はそれぞれ7，％一7で

あってこれら二つの行列は正則で，逆行列が存在する。そこで（L9）の

両辺に対して左から（㌘論）㌔右から（且cγ1をかければ

　　　　　　（（曙γ1（C2）⇒（君）一（丑Cγ1　（L・・）

　他方π（B）＝γ（1）上への正射影行列は（1。2）により

　　　　　　　　∠4＝（E（1），0）（E（1），E（2））一1

　　　　　　　　　＝（B，0）（B，C）一1

であるが，この右辺へ（1．10）を代入して

　　　　　　且一（賜・）（（B3）一1（C2）訳君）

　　　　　　　＝B（B’B）一1Bノ

を得る．

　最後に7＝％の揚合には，Bは正則行列でB（B’B）一二Bノ＝1、＝且とな

る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

例一のとき・一一一 のπ色）上一
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　　　　　1　π
影は，房＝一Σ勉と書くとき，
　　　　　π乞昌1

　　　　　　　一ず掃）俊序

　例1・4上記の躍についてβ＝（1，¢）∈がx2，rankB＝2のとき，

　　　　　　　　　噂癖⇒

この行列は正則であるから

　　　　　　det（RB）一脅‘2一（壽ε）2一箆書（のε一2）2≠q

　　　　　　　　　　藩・（をつ

謝のπ（一上一一薦一くとき

　　　　　　　　　　　　β（B’B）一1B19＝（輩1＋β』眺

ただし

　　　　　　　　　　　　を＝σ一β房

　　　　　　　　　　　　　　　ル
　　　　　　　　　　　　　　Σ（勉一あ）（駒一の
　　　　　　　　　　　　β＝歪冨1
　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（侮一5）2
　　　　　　　　　　　　　　　　盛i1

と計算される．

　　　　　　　　　　　　　§2　一般逆行列

定義2・1．4∈が×ηが与えられたとき，X∈がx惚を未知行列として，
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　　　　　　　　　　五Xン4＝孟　　　　　　　　　（2．1）

　　　　　　　　　　X24X＝X　　　　　　　　　　　（2．2）

　　　　　　　　　　（且X）’＝．4X　　　　　　　（2．3）

　　　　　　　　　　（Xン4）〆＝X且　　　　　　　（2．4）

のうちの任意のη個（1≦％≦4）の式番号を（2．∫1），（2．∫2），…，（2。ゴπ）と

する．これらの麗個から成る連立行列方程式の特殊解を孟（‘b¢2凸帰，特

殊解全部の集合を｛且（‘b‘2凸乞口）｝，一般解を且｛‘1’‘2’”’甜と書く。

　さらに解行列の階数を指定する必要のある揚合には，階数Sの特殊解

を．4［8】（乞ユ・‘2凸ω，その集合を｛且［3】（嫡凸納，一般解を∠4［8】儲2凸婦と

記す．

　とくに．4（1），｛且（1）｝をRaoの一般逆行列とよび，これらを1皇一，砂一｝

で示し，階数sの条件をみたすものを1狙［8】一，｛且［8］一｝と書く。

　また且（ち2『3－4），｛五（1’2β一4）｝をMoore－Penroseの一般逆行列とよび，

∠4＋，但＋1で示す．

　特殊解全部の集合は内容的には一般解と同じであるが，特殊解としての

行列の集合と方程式の解との差を考慮して，別の記号とした・

　定義からただちにつぎの結果が導かれる．

　命題2・1且∈鬼撚πが与えられたとき，

　（i）（且｛1｝）’ニ（1生ノ）〔1｝

　（ii）（孟｛2｝）’＝（且’）｛2レ

　（iii）（且｛3｝）’＝（．4’）〔4｝

　（iv）　　（！1〔弱）’＝（」！）｛3｝

　証明　（2．1）を転置した。4’X’連＝且’から（i）が出る．他も同様。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題2・1の系1。4∈解焔が与えられたとき，

　（i）（且｛切）’＝（且ノ）｛1・2｝

　　　　　　　　　　　　13
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　　　（且｛1・3｝）’＝（∠4ノ）｛1・4｝

　　　（且〔刷）’＝（11ノ）uβ｝

　　　（∠4｛2・3｝）’＝（且’）｛2・41

　　　（且｛2・4｝）’ニ（且’）｛2・3｝

　　　（且｛隅）’＝（且ノ）｛3・4｝

　（ii）（且｛1・2・3｝）’ニ（4’）｛1・2・4｝

　　　（且｛1・2・4》）ノ＝（且ノ）〔1・2・3｝

　　　（且鵬4｝）ノ＝（且’）叩・4｝

　　　（∠4｛2・鋤）ノニ（∠4ノ）｛2・鋤

　（iii）（4｛1・2－3・4｝）’ニ（且’）｛1・2β・4｝

　命題2・1の系2　且がη次の対称行列のとき，｛且幽｝が空集合でな

いならば，対称行列であるような1皇一が存在する．

　証明　ある．4『について，．4の対称性から且（且一）協二．4が成立する．

したがって
　1
　7［・牛十（z4一）’］は（2ユ）をみたし・かつ対称である・　　　　（終）

　命題2・2（i）任意の・4∈がxπに対して行列方程式（2．1）は解を

もつ．

　（ii）このときrank∠4＝7ならば，且｛エレは彫銘一〆個の任意定数を

含む．

　証明　（i）（2．1）を通常の連立1次方程式の形としてあらわすために，

孟およぴXを列ベクトルで

．4＝（α、，α2，…，απ）

”乙×7し

Xニ（劣、，劣2，…，翫）

ηxm

と記し，さらに

14



　　　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　　　　　　噸一

　　　　　　　　　　鴫）一

と書けば，

　　　　　（a・）左辺一礁吻嬬一煮妬餓）

　　　　　　　　　　一（茎噛茎繊…茎麟），

であるから，この行列の

　　　　　一趣一一磯）

となる．（2．1）によれ，ばこれがα，に等しいから，（2。1）は

　　　　　　　　（i欝蓉雛i）一

と同等である．

　これを∬〆ノ＝1，2，…，％；∫＝1，2，…，駕）についての連立1次方程式と

みるとき，ブ＝1，2，…，箆に対して

　　　　　　　　　　α∫∈π（α、ゴ孟，α2，」．，…，σ切！垂）

であるから（2．5）は可解である．ただし上のπ（）は郷×（甥π）型の

行列の列ペクトル空間を示す，

　（2．5）左辺の係数行列は魏πx灘型であって，行列の直積の記号を使

　　　　　　　　　　　　　　　　15
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えば且’⑭五とあらわされることを注意しておく．

　（ii）rank’4ニ7のとき，1f⑭・4の階数が72となることを示せぱよ

い．ただし7＝0の揚合には・4ニ0となって明かであるから，以下では

7≧1の揚合を考える．

　．4のはレめの7個の列ベクトルが1次独立であると仮定しても一般性

を失わない．このとき

　　　　　　一砺一曜駐ii駅）

と書けぱ，

　　ノこ1磁撫露，隠野の列ペクい2・）

　rank14、＝7であるから，．高の窺個の行ペクトルのなかに，7次元ベ

クトル空間で1次独立のものが7個存在する．これらが歪1，ガ2，…，プ．番目

の行ベクトルであるとすれば，

　　　　　　　　　（雛㌘ii☆ii！　⑳

は7個の％次元行ベクトルとして1次独立である．そしてrankA＝7

であったから，もとの五の任意の％次元行ペクトルはこれら7個の行

ペクトルの1次結合としてあらわされる．

　したがって

　　　　　　一咽雛総i叢i三）⑫の

が出て，（2．6）を考慮すれぱ

　　　　　　　　　　　　　　16



　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　⑫一礫i難ll窪）⑫の

となる。（2．9）右辺の（）内は襯×72型の行列であるが，以下では

この行列の〆個の列ペクトルが1次独立であることを証明する。

　そのためには，仮りに7個の7次元列ベクトルC1，C2，…，C．に対して

　　　　　　（雛縮ii総）（i昇傷⑫ゆ

が成立するとすれぱ，

　　　　　　　　σ1＝c2＝…＝er＝O

が導かれることを示せばよい．

　　　　　　　磯）一

と書けば

　　　　　　　　　　　　デ　　　　　　　　　　　　Σα‘ノ1．4、oゴ
　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
　　　　　　　（2．10）左辺＝Σの、2且1c，

　　　　　　　　　　　　3＝1i
　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　Σ砺’π．4、cゴ
　　　　　　　　　　　　’i1
となり，（2．10）番ま

　　　　　　　ア　　　　　　Σα勾瓦．4、eゴ＝0，h＝1，2，…，π
　　　　　　’冨1　　　　　㎜X1

と同等である，この条件は

　　　　　　ア　　ア　　　　　　ΣΣα5，麿μ冷二〇，h＝1，2，…，％
　　　　　　ゴコ1κ禺1　　　　　　　7πX1

　　　　　　　　　　　17
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にほかならないが，α1，α2，…，飾が1次独立であることに注目すれば，

　　　　　　ず　　　　　Σσ帥o周＝0，　h＝1，2，…，％；短＝1，2，…，γ

　　　　　∫＝1

が導かれる。　これは

　　　　（1※1燦）（曇）謁凪島一一m

にほかならないが，（2．7）のγ個の行ペクトルが1次独立であったから，

（2．11）から

　　　　　　‘㌃，＝0，ゴ＝1，2，…，プ；ゐニ1，2，…，7

が出て，証明された．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題2・2の系　％次の正方行列且が正則のとき，但（1）｝の元はただ

一つで，それは通常の逆行列且一1にほかならない。

　証明はrank・4ニ％から，4｛1｝に含まれる任意定数がが一％2＝0個と

なることに注目すれぱよい．

　以下では．4｛1｝に対して順次に条件を課して且｛1’2’3’4トに到ることを考

えるが，つぎのことを前提する，

　前提条件1且∈匁撚π，ただしrank．4＝7が与えられている，・4は

適当な正則行列P∈匁肌畑，Q∈が焔によって

　　　　　　　P蝋。詣、．．。無」、）　（2・2）

と変換されるが，以下の推論を通じて（2。12）右辺の結果を与える変換行

列P，Qを一定に保つものとする。

命題2・3　　且・聾一＾（麓）P　　（Z・3）

　ここでα兄Zはそれぞれ（π一7）X7，7×（辮一γ），（％一7）×（粥一7）

型の任意行列とする．ただし1＝0の揚合にはみ，αγが，7＝鴛また

　　　　　　　　　　　　　18



，

　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

は翅の揚合にはKZないしαZが消える。（この種の注意は以下の

命題では省略する．）

　証明　（2．12）からただちに

　　　　　　　　　　且一戸（呑3）酬　　（214）

が導かれ，（2．13）が（2．1）を満たすことは容易に確かめられる．

　（2ユ3）に含まれる任意定数の個数は，（％一7）×7十7×（郷一7）十（％一プ）

x（〃2－7）＝郷n－72個であるから，命題2・2（ii）によって（2．13）右辺

が（2ユ）の一般解を与える，　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　ここで後の便宜のために，（2，13）（2．14）から導かれるつぎの結果を記

しておく．

　　　　　　　　　　且且ω一P－1（3ぢ）P　　（2・5）

　　　　　　　　　　幽一Q（銘）ω　　　（a・6）

例別 頭！勲
とする・まず行に対する操作による掃出しを行って，第1表に見るように

　　　　一（1鰯）…礪響）

を得る。この表の左側の↓は掃出しを行う順序，○印は掃出しの軸となる元を示す．

つぎにKの列に対する操作によって，第2表のように

　　　　　　　　　　礁顯

を求める・

　　　　　　　　　　　　　　19
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　君Qの逆行列は上に得た結果から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　＿＿　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　2

　　　　　　　匹（罰“・易

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　1　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　0　1

と計算される．

　例2・2

　　　　　　　　一維i／

の揚合を第3表と第4表に示す・

　この場合は

　　　　　　　　確iil〉螺）

である．

　命題2・4

　　　　　　　　　　　且偶幻一Q（9）（ちy）P　　（2・7）

ただしαyは命題2・3と同じ．

証明　（2．13）右辺をXとみて

　　　　　　　　　　　X、4XニX　　　　　　　　　　　　　　（2。2）

に代入し，孟として（2．14）を使うと

　　　　　　Q（腸（83）（㌻互）P－Q（㌻多）P（a・8）

この式の両辺に対して左からQ－1を，右からP－1をかけて整理すれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　22



　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

（2．18）と同等な

　　　　　　　　　（を遊）一（喬互）

を得る．

　したがって（2。1）（2，2）の二つの式が成立することと，（2，13）のα

歎Zの間にZ＝ひYという関係が成立することが同等になって求める結

果を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　なお・4｛1’2トは且の反射的一般逆行列（reflexive　generalized　inverse）

とよぱれている．

　命題2・4の系　X∈｛且（1）｝ならぱ，

　　　　　　　X∈｛且（1・2）｝〈今rankX＝監

　証明は（2，13）でZ＝uyの成立することが，rank、4｛1｝＝7と同等で

あることに注目すれぱよい．

　命題2・5

　　　　　　　　且｛L3｝一Q（喬一S1書2■）P　（2・19）

ただしαZは命題2・3と同じ．S‘，（プ，ノ＝1，2）は

　　　　　　　　　Pρ一（離：）　　（22・）

から定まる行列であって，S11，S12，S21，S22の型はそれぞれ順に〆×7，プ×

（卿一7），（形一γ）×7，（郷一7）X（卿一7）とする．

証明　　　　　　　　　　（．4X）’＝且X　　　　　　　　　（2．3）

のXに（2，13）右辺を代入した結果は，（2．15）から

　　　　　　P（㌻3）（P・）・一勲・（3ぢ）P

となる．この両辺に対して左からPを，右からP’をかけると，上の式

と同等なつぎの関係を得る．

　　　　　　　　　　　　23
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　　　　　　　　m（㌻3）一（8ぢ）迎　　（2・・）

　ここで（2。20）の記号を使って書きなおせぱ，（2．21）は

　　　　　（畿1綴3）一（畠1轡暢ys箆）（222）

となる，これは

　　　　　　　　111認ず＋臨1　（223）

と同等であるが，PPノが正値定符号の対称行列であることから，（2。23）

はSユ2十rs22ニ0，すなわち

　　　　　　　　　　r＝一S、2S22一皇　　　　　　（2．24）

と同等になる．これで（2．19）が導かれた．　　　　　　　　　　（終）

　つぎの命題も同じようにして出る．

　命題2・6

　　　　　　　　4一一Q（一丁臥多）P　（225）

ただし茗Zは命題2・3と同じ。T‘∬，ノ＝1，2）は

　　　　　　　　　αQ一（裂：裂：）　　（226）

から定まる行列であって，TH，T、2，T21，T22の型はそれぞれ順にγ×7，

7×（％一7），（％一7）×7，（n－7）×（％一7）とする．

　なお（2。15）（2．16）を考えると，．4｛1・3｝，。4｛1・4｝の多義性にもかかわら

ず，ん4｛1’3｝と躍1’4㌧4とは一意的に定まることを注意しておく．

　命題2・3以下の結果からつぎの命題が容易に導かれる．

　命題2・7命題2・3のαr，Z，命題2・5のS‘，，命題2・6のT‘ノ

（ガ，グ＝1，2）にょって，

24



例2・3

　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　五｛塙3｝一Q（㌻）（煽一S1282ゼ・）P

　　　五一一Q（一丁、，丘丁，、）（煽r）P

　　　且　4｝一Q（一丁，、｛1パ撃γ

且｛堵臥4｝一Q（一塩、）（賜一812S22一三）P

上に述ぺた例2・1についての計算を示すと，そこで得た君Qから

　　　　　　　　　5　　　1　　　1

　　　　　　　　　4　　　4　　　2

　　　　　　　　　1　　　1　　　1
　　　　PP・＝　　＿＿　　　＿　　＿＿
　　　　　　　　　4　　　4　　　2

　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　一一　一＿　　　3
　　　　　　　　　2　　　2

一｛‡1音（1）

　　　　　　　　　　　　　　　1　　3
　　　　　　　　　1　　0　　＿　＿＿
　　　　　　　　　　　　　　2　　2

　　　　　　　　　　　　　　3　　　1
　　　　　　　　　0　　　1　一＿　＿＿
　　　　　　　　　　　　　　2　　2
　　　　Q’Q＝
　　　　　　　　　1　　3　　7
　　　　　　　　一　一一　　＿　　　0
　　　　　　　　　2　　　2　　　2

　　　　　　　　　3　　1　　　　　　7
　　　　　　　一一　一＿　　　0　　＿
　　　　　　　　2　　　2　　　　　　2

一・
二1美÷⑬

25
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　　　　　　　　一誰二li）

　つぎの命題は後に必要となるので，ここで述ぺておく．

　命題2・8　z1がπ次の非負値半定符号の対称行列のとき，対称行列で

あるような．4ω，且（1’2），且（1’3），且（1－4〕，且（エ’2’3｝，掛1’2’4），孟（協4）が存在する．

　証明　rank且＝7とすれば，適当な正則行列Qをとるとき

　　　　　　　　　　㈱一（39）

が成立し，前提条件1の（2．12）でP＝Q’にとることができる．した

がって（2。13）でγ＝U’，Z＝Zにとれば，対称な4（1）を得る．他の

揚合も同様，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　以下では上で求めた且（帰2凸ωを使って作られる射影行列について説

明する．

　命題2・9A∈刃撚π，rank．4＝7が与えられたとき，任意の．4一を定

めれぱ，

　（i）．4．4層はベキ等でその階数は7に等しく，ガ（。4才）に沿うての

π（且）＝π（A庄）上への射影行列である．

　（ii）∠4一・4はベキ等でその階数は7に等しく，ガ（五）に沿うての

π（Z1一．4）上への射影行列である．

　証明（i）

　　　　　　　　　　　朋一．4＝且．　　　　　（2。27）

の右から1垂ロをかけて

　　　　　　　　　　且1霊一五孟一＝五1皇一

を得るから，A∠1一はペキ等である．

　　　　　　　　　　　　　26



　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　（2．27）　カ、ら

　　　　　沈（且）＝瀦（ん4一イ4）⊂瀦（ん4一）⊂π（且）．

したがって沈（五）二沈（．ん4一），rank且＝rank・41rとなる．あとは命題

1・3による．

　（ii）（2．27）の左から且一をかけて

　　　　　　　　　　且一且且再4二且一五

を得るから，11層且はペキ等である．

　　　　　　バ（且）＝ガ（ん4－・4）⊃ガ（〆4辱・4）⊃ガ（五）

からノγ（且）＝ノゾ（11ロ且），rank且＝rank∠4需11となる・　　　　　　（終）

　命題2・9の系．411（1’3）はπ（且）上への正射影行列，．4（1’4）ムは

π（・4’）上への正射影行列である、

　証明　命題1・5（i）と命題1・1の∬（且）↓＝π（．4’）から明か・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　さきに命題2・5，2・6について朋｛1・3｝，、4｛1・4｝1重が一意的に定まること

を注意したが，これはこれらが正射影行列であることに由来するのであっ

た．

　命題2・10　任意の且∈匁m×πに対して且（1’2’3’4）＝∠4＋は一意的に定ま

り，　rank且＝rank／1＋。

　とくに且が％次の対称行列のとき，・4＋は対称行列である．

　証明　はじめに一意性を示す．それにはθ∫∈孟｛1・2・3・4｝（仁1，2）⇒σ1

＝θ2を言えばよい．

　命題2・9の系から1藍6！‘（∫＝1，2）はπ（且）上への正射影行列である

から，

　　　　　　　　且θ1∠4θ2＝（．4σ、）（且σ2）＝．4σ1

左から01をかけて（2．2）を使うと

　　　　　　　　　　　σ1盆θ2＝σ、　　　　　　（2．28）
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　同じょうにσ孤（仁1，2）はπ（．4〆）上への正射影行列であるから，

　　　　　　　　　　　σ1∠4σ2∠4＝02A

右から02をかけて（2．2）を使うと

　　　　　　　　　　　　（｝1且6！2＝＝6『2　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．29）

　（2．28）（2・29）から01＝02が出る．

　0、＝σ2＝1童＋と書けぱ，（2．28）からはrank。4≧rank．4＋が，

∠4且＋且＝且からはrank　z4＋≧rank1盛が出て，両者をあわせてrank11ニ

rank．4＋を得る．

　とくに且が対称行列ならば，命題2・1の系1（iii）と対称性から

　　　　　　　　　　（且＋）’＝（∠4’）㌔＝∠4＋

を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　．4一と。4＋とは統計の書物によく登揚するので上に得た結果を含めて

一通りまとめておく．

　命題2・11’4∈盈撚ηが与えられたとき，任意の（孟樋）榊を定めれぱ，

　（i）　且＝且（且’且）㌔4’■

　（ii）　A（4協）’・4’は沈（且）上への正射影行列で，この行列は（且協）｛1｝

の多義性にかかわらず一意的に定まる．

　証明　（i）　［（且楓）響〕’∈｛［（且磁）’］ω｝＝｛（メ弘4）ω｝であるから，

　　　　　［オーハ（11’且）一。4’4了［。4－A（11ノ。4）一！藍4］

　　　　　　＝｛1π一！霊’且［（イ4’且）一了｝イ4／A［1π一（14’且）㍉4’且］

　　　　　　＝｛∠4’且一イ4〆孟｝［ムー（44ノ1盛）㍉4’且］＝0

したがって（i）が出る．

　（ii）σ＝（．4磁）一・4’とおくとき，いま得た結果から且σ．4＝1重である．

ここで（五σ）’＝∠4（7を証明できれば，σ∈｛且（1β）｝となるから，命題2・9

の系から孟（穿＝・4（孟’14）一∠4’は沈（且）上への正射影行列，命題1・5（ii）
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の正射影行列の一意性から求める結果が出る・

以下ではrank．4＝7のとき前提条件1による（2．14）を使って，46！

の対称性を証明する。

（2．14）　カ】ら

　　　　　甜一（αγ1（呑3）（m）一・（言3）住1（Z3・）

ここで（PP’）一1は正値定符号の対称行列である．これを分割して

　　　　　　　　（四）一1一（驚舞）

とする．ただしR11，R12，R21，R22の型はそれぞれ順に7×7，7×（勉一7），

（卿一プ）×7，（解一7）x（郷一7）とする、明かにR1且’ニR11。

（2．30）から

　　　　　　　甜一（α）→（倍13）ω　　（23・）

（2．12）から（2．13）を導いたのと同じような論法で，（2．31）からつぎの

結果が出る．

　　　　　　　（憲4）・1・一Q（写互）α　（a32）

ただしα耳Zはそれぞれ（％一7）×〆，グx（π一7），（雑一7）x（％一7）型

の任意行列とする．

（2．14）と（2．32）カ、ら

　　　且（甜）・触一押（33）（弓ダ互）（33）（的

　　　　一P・（傷fエ3）（P1ン

となって，（1垂磁）｛1｝の多義性にもかかわらず五（A協）｛1㌧4ノはつねに対

称行列となる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）
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　なおこの命題の（ii）は命題1・5の系の一般化となっていることを注

意しておく．

　命題2・12．4∈が鵬が与えられたとき，

　（i）・4・4＋はπ（且）上への，塩一・ん4ウはガ（且’）上への正射影行

列である．

　（ii）1笹＋且はκ（・4ノ）上への，ち一且＋且はガ（ハ）上への正射影行

列である．

　（iii）π（．4＋）＝π（・4＋且）＝π（14’）＝バ（且）⊥

　（iv）　ノゾ（」、＋）＝ノr（ノ1！笹＋）ニノr（A’）ニノκ（且）よ

　証明　（i）（ii）は命題1・1およぴ1・3と命題2・9の系から既知．

　（iii）については．φ6（14＋）⊃π（1f且）とrank∠4÷＝rank∠4；rankA＋且

からπ（∠4＋）＝濡（・4＋．4）．．4＋。4がπ（且’）上への正射影行列であること

から沈（。4＋11）二沈（。4’）．最後の等号は命題1・1で既知．

　（iv）についてはガ（且＋）⊂ガ（∠4且＋）と　rank。4＋躍rank・4・4＋から

ガ（1生＋）＝バ（．ん童）．　A1皇＋が瀦（且）上への正射影行列であることから

ガ（ん4＋）＝瀦（ハ）⊥ニバ（。4〆）．　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　（且＋）’＝（孟’）↑を考慮すれば，（iii）（iv）からさらに沈（且）＝沈（（。4＋）’），

ガ（五）ニガ（（五＋）’）が導かれる・これらの関係を図に示した．ものが第1図

である．

　命題2・13且∈がxπが与えられたとき，

　（i）（。4＋）㌔且

　（ii）（．4＋）’＝（．4’）＋

　（iii）1皇＋＝（且！且）＋z4’＝且’（ん吐ノ）＋

　（iv）（∠4∠4’）＋＝（14＋）笠＋

　（v）A4＋二孟4’（ん4ノ）＋＝且（且’A）一∠4ノ耽4（．4’z4）＋。4’

　証明　（i）～（iv）に対してはMoore－Penroseの一般逆行列を定義す

　　　　　　　　　　　　　30
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　　第1図

鑑 ％
（1生＋）’

且

－（ム＋）＝ノ（」∫）

－（且〉

　＝ノヂ（（且＋）一）

且＋

ノ（且〉＝ノ（（・4＋）’〉

－（，4＋）

　＝ノρ（！1F）

且’

る（2．1）～（2．4）をみたすことを確かめれぱよい．その際命題2・11（i）

を使う．（v）はいずれもπ（且）上への正射影行列になっている．（終）

　以上の説明では一∠4｛nから出発して・4＋に到達したが，・4｛2レから出発

して同様の手法で推論することはむずかしい。ただ4［、］｛2》について知ら

れているつぎの結果を，上で使ってきた方法で導くことはできる．

　命題2・14∠4∈がxπ，rankz4＝7≧1と1≦s≦7をみたす整数sが

与えられているものとする．このとき定義2・1の且［8コ｛2ひ＝yz．ただし

ア∈禦×8，Z∈が規はZ且y’＝ゐをみたす任意行列とする．

　証明仮りに

　　　　　　　　　　　　X且X＝X　　　　　　　（2・2）

をみたすX∈匁π糊，rankXニsの行列Xが求められたとしよう．Xに

依存して定まる％次の正則行列Pーと，同じくXに依存して定まる粥

次の正則行列Qxによっ七

　　　　　　　　　　　脚・一（お3）
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すなわち

　　　　　　　　　X－Pゴ・（33）Qゴ・　　（233）

が成立する．

　これを（2．2）に代入して

　　　貯・（33）Qガ盟1（33〉Qゴ・一Pゴ・（33）Qガ・

を得るが，この結果は

　　　　　　（33）Qガ盟・（33）一（33）　（234）

と同等である．

　ここでつぎのように行列を分割する．

　　　　　　　　　　　Qガ・一（ゑ）

　ただしZ1，Z2の型はそれぞれ順にS×解，（駕一S）×解とする．

　　　　　　　　　　　P」r－1ニ（r1，r2）

　ただし｝71，巧の型はそれぞれ順に％×S，η×（π一S）とする．

（2．34）　1ま

　　　　　　　　　　　Z11皇】r1＝」緊　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．35）

と同等であり，（2．33）右辺を

　　　　　　　　　　Pガ1（3）（為・）Qガ・

と書き改めることにより

　　　　　　　　　　　　X＝r1Z1

が出る。ここで｝71，易をそれぞれ名Zと書けぱ所題の関係式になる．

　逆にr∈鬼㈱，Z∈鬼8糊が

　　　　　　　　　　　　Z4y＝る　　　　　　　（2．36）

　　　　　　　　　　　　　32
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をみたすならぱ，rankZ＝sは明か．ここで

　　　　　　　　　　　　X＝％　　　　　　　（2．37）

とおくとき

　　　　　　　　　甜X＝】昭過】昭＝：X
からX∈｛且（2）｝．

　（2・37）からrankX≦sが導かれる．他方（2．36）の両辺に対して右

からZをかけて（2．37）を使えば

　　　　　　　　　　Z孟】召＝Z五X＝Z

となるからrank　X≧sが導かれて，結局rankX＝sである。

　したがってX＝yz∈｛且［、1（2）｝。　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題2・15z4∈がxπ，rank且二7≧1のとき，且［．ユ｛2｝＝五｛1・2卜．

　証明　命題2・4の系により

　　　　　　　　　　孟｛1－2｝＝．4［7】｛1｝

であるから，．庚．〕｛2｝∈｛且（1）｝を示せばよい．

　命題2・14によりメ4［．ユ｛2｝＝rz．ただしr∈刃πx7，Z∈婬『xπ，Z4r＝1，

である。このときrankr＝rankZ＝7は明か．さらに五r∈匁篇x7，

rank∠4｝7＝7であるからガ［（∠4｝7）’］は別一7次元であって，卿一γ個

の独立な駕次元列ベクトルわ1，62，…，砺．．に対して

　　　　　　　（．4｝7）窺＝O，　仁1，2，…，解一7

が成立する．

　B＝（西1，62，…，かか7）∈盈徽（㍗7）を作れば

　　　　　　　（z4r）’（Z，B）＝（1γ，0γx（m一の）

であってZの〆個の1次独立な列ベクトルはいずれもガ［（．4｝7）’］に

属さない。したがって（Z’，B）の吻個の列ペクトルは1次独立で

　　　　　　　　　（多）　（3、＿、、♪　　（a38）

　　　　　　　　　　　　　33
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こ　
多）且一厩…と洲嶽ずrank且一7≧rank丑つぎ

に（2．38）からrankO≧γが出るから，rankD＝匹（2．38）は

　　　　　　　　　　　　　Dr一（3）

と書かれるが，P｝7∈匁淵7に対して上と同様の議論をくりかえせば，

（ヱC）∈禦焔の％個の列ベクトルが1次独立で

　　　　　　　　　　　P（玖c）一（33）　　（z39）

をみたすようなC∈匁π漁一γ）が存在する．

　（2．38）（2．39）をあわせると

　　　　　　　　　　（忽）蟷c）一（33）

であつて・（急）∈肥（名c）∈酬1よともに正則行列である砿

　　　　　　　　　（LC）（台3）（急）一昭

は命題2・3によって作った一つの．4一であり，求める結果が導かれたこ

とになる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　　　　　　　§3最小セミノルムー般逆行列と

　　　　　　　　　セミ最小二乗一般逆行列

　本節ではRao，Mitraらによって研究の進められている表記の一般逆

行列について初歩的部分を解説する．そのための準備として

　命題3・1且∈匁淵ηと勉次元列ベクトルoが与えられたとき，∬

を未知の％次元列ペクトルとして

　　　　　　　　　　　　　　且のニe　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

が解をもつための必要十分条件は，ある孟『に対してつぎの条件が成立

　　　　　　　　　　　　　　　34
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することである．

　　　　　　　　　　　　舶一cニe　　　　　　（3．2）

　この条件が成立するとき（3．1）の一般解は

　　　　　　　　　躍＝才c＋（右一才且）z　　　　（3．3）

によって与えられる．ただし2はη次元の任意の列ペクトルとする．

　証明　（3・1）の可解条件はe∈沈（且）であるが，これが（3．2）と同等

であることは命題2・9（i）により．ん4一がπ（且）上への射影行列であ

ることから明か．

　つぎに（3・2）が成立するとき且一eは（3．1）の特殊解となる．また

∠4（1π一∠4一且）z＝Oから　（1π一11－4）zは且のニ0　をみたし，かつrank且

＝7のときち一．4『．4は％一7次元のガ（且）上への射影行列であるから，

（ち一且一且）2は％一7個の任意定数を含み，z4のニ0の一般解となる．し

たがって（3．3）は（3．1）の一般解を与える，　　　　　　　　　（終）

　もう一つ準備として，

　命題3・2　ハτが非負値半定符号の対称行列のとき，B2＝Nをみたすよ

うな非負値半定符号の対称行列Bが存在する．

証明　1V∈が×π，rank　IVニ7と仮定して，ルの固有値のうち正のもの

をλ1，福…，みとする．適当な直交行列Qをとれば

Q’1VQ＝

λ
1

え
2

0

λ
7

0

0

0

と対角化されて，

35
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一。㌧o
l
・

　　　　　　0

　　　　　　　　0

Q’

となる．

　このとき

とお1ナ‘まよヤ、．

B＝Q

、屠

砺

0

π

　
　
Q

－
ー
I
I
I
I
I
I
I
J

　
　
　
　
O

O
　
O

（終）

　命題3・2の系　1Vが非負値半定符号の対称行列のとき・1V＋もまた非

負値半定符号の対称行列で，C2ニN＋をみたす非負値半定符号の対称行

列Cが存在する。

　証明　上の証明の記号を使うとき，

N＋＝：Q

1／λ1

0

1／え2

0

1／λア

0

　
Q

　
　
　
O

『

この結果を証明するには，1V＋を定める四つの条件式ハW＋1V＝1V・

N＋1Vハ7＋＝ハτ＋，（ハW＋ン＝MV÷，（N＋Nン＝ハ「＋1Vに直接代入して確かめ

ればよい。
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上のハひが非負値半定符号の対称行列であることは明か．

o＝Q

1
／
π

1
／
侮

0

1／》万

0

　
　
　
Q

　
　
　
　
　
0

0

にとれば所題の結果が成立することも容易にわかる．　　　　　　（終）

　定義3・1　1Vが非負値半定符号の対称行列のとき，命題3・2の君を

4万または1W2と記し，命題3・2の系の0を41『または（1V÷）112

と記す。

　とくにハ「が正値定符号の対称行列のとき，（ハ71／2）一1を1W！2と記す，

　ここでルが与えられたとき，BないしCは一意的に定まるとは限ら

ないが，Qをきめれば定まる・そのうちの一つを・！1▽ないし厩とし

ていることを注意しておく・以下では1V1！2，1V－112，N摩を考えるとき，

これらすべてを通じて同じQにもとづくものを考えるものとする．

　定義3・2・4∈2撚πとn次の非負値半定符号の対称行列1Vが与え

られている・κを未知の鴛次元列ベクトル，〃∈溺（且）を与えられた既

知の規次元列ベクトルとして，方程式

　　　　　　　　　　　　　肋二卸　　　　　　（3．4）
を考え，この方程式の解集合をめぴと記す．

　あるθ∈刃似鵬を定めるとき，

　（i）任意の〃∈π（五）に対してκ＝碗が（3．4）をみたし，かつ

　（ii）∬を鋤上で動かすとき，κ〆1vκの最小値が任意の〃∈沈（A）

に対してκニθ〃において実現されるとき，

　θを且の最小1Vセミノルムー般逆行列とよび，．4蝋珊帰と記す．さ

　　　　　　　　　　　　　　37
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らにこのようなθ全体の集合を｛砺（め一｝で示す・

　とくにハ「ニちの揚合には，名称については「ハ「セミ」を省略して最

小ノルムー般逆行列とよび，記号については添字のうち（N）を省略して，

五鶴一，｛且ガ｝と書く．

　命題3・3定義3・2の｛砺（π）一｝は，つぎの二条件をみたすθ∈が鵬

全体の集合と一致する．

　　　　　　　　　　　　1生6／1＝∠［　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

　　　　　　　　　　　　（1Vθ∠［）’＝ノViO．4　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）　’

　証明　はじめに｛．砺（劫一｝⊂｛且（1〉｝であることに注目する．すなわち

定義3・2（i）により，あるσ∈値頭π）一｝を定めれば任意の〃∈沈（且）

に対して・40〃ニ〃が成立する．したがって∠4ニ（αエ，α2，…，砺）と列ベク

トルであらわすとき，

　　　　　　　　　　46『α乞二α乞，　　　3＝1，2，一D，π

すなわち∠4（穿且＝且であるから，σ∈｛Aω｝．

　つぎに　（3．5）（3、6）の二条件をみたすθ全体の集合を9と記すと

き，レ≦顧珊一｝⊂ジを証明する．

　0∈レ1蝋め一1のときθ∈1孟（1）｝であるから，（3。3）により，定義3・2

（ii）の任意のの∈』“は

　　　　　　　　　　　κニ（茅霊ノ十（1「π一6レ皇）2　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

　　　　　　（ただし2はn次元の任意の列ペクトル）

とあらわされる．

　さらに任意の穿＝π（且）という条件は，π次元の任意の列ペクトル麗

に対して〃＝1知と同義である．

　したがって（3．7）から

　　　　　　　ガハ娩＝1ハr1／2副2

　　　　　　　　　　ニll2Vv2｛θ且叶（ち一“）z｝ll礼　　　（3．8）
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　　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　ここでμ∈垢，z∈γπを自由に動かすときの（3．8）の最小値が躍＝

0〃＝σ且μで実現されるための必要十分条件は，

　任意の麗，Zに対して

　　　　　　　　　ハ71／2α4砿Lハμノ2（ち一α4）z

すなわち

　　　　　　　　　　　2ノ（1弘一σ∠4）ノハ属0且郡＝0

と同等である。この条件式は

　　　　　　　　　　（1裕一σ且）’Nσz4ニ0πxπ

となるが，これを変形して

　　　　　　　　　　　鴬孟＝（θ且）■ノv砺　　　　　（3．9）

を得る．

　この式から，まず

　　　　　　　　1VO且＝且’0’2V醐＝（オ’σノ1V）醐　　　（3．10）

が出る，つぎに（3。9）の両辺を転置してNの対称性を使い

　　　　　　　　　　　4’0’2V＝（1V翻）’醐　　　　 （3．11）

が導かれる．

　（3．11）を（3。10）最右辺に代入して，σ∈｛且（1）｝を使えば

　　　　　　　1V侃＝（2V翻）’醐翻二（NO五）’04　　（3．12）

　ここで（3．11）（3。12）の右辺同志は同じであるから，左辺を比較して

（3．6）が導かれる．

　以上で｛・4刺納一｝⊂9が示されたから，つぎに逆の包合関係を示す．

　0∈ジならば0∈｛且（1）｝であるから定義3・2の条件（i）が成立する

ことは明か．

　つぎに（3。5）（3．6）から

　　　　　（σ且ンNα4＝（0。4）てハπ0。4）’

　　　　　　　　　　＝［（ハ硲且）（α4）］’＝（ハπ0。4ン＝ハ履乃
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と計算されて（3。9）が成立する．

　したがってr民脇，z∈γηを自由に動かすとき（3．8）の最小値が

κ＝0．41‘で実現される．これから定義3・2の条件（ii）も成立すること

になる．

　以上で｛且側め一｝＝9が証明された。　　　　　　　　　　　　（終）

　命題3・3の系　且∈匁淵πが与えられたとき，レ隻η一｝＝∠41尉．

　証明はN＝1％のとき，（3．5）（3．6）が（2．1）（2．4）の形になること

から明か．

　命題3・4　定義3・2の｛且傾拍曹｝は空ではない．

　証明　（3．5）（3．6）の二条件をみたす0の存在を示す，

　rank，4＝7のとき，前提条件1のもとで（3．5）をみたすσは命題2・3

（2。13）の形をとり，

　　　　　　　　　　・一Q（瀦）P　　（3・3）

このとき（2．16）から

　　　　　　　　　　σ且一Q（㌻3）創　　（3・4）

　（3．14）の左からNをかけて

　　　　　　　　　N・且一NQ（書3）α・　　（3・5）

これを転置して

　　　　　　　　（N・Aンー（α）一・（3ぢ）卿魎（3・6）

　（3，6）（3．15）（3．16）から

　　　　　　　NQ（喬3）α・一（α）一1（3ぢ）卿

この条件は
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　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　　　㈱（分3）一（3ぢ）鯛　 （a・7）

と同等である．

　Q’ハ汚Q＝Tとおき，これをつぎのように分割する．

　　　　　　　　　㈱一丁一（裂洗）　　（a・8）

ただしTU，処2，T21，T22の型はそれぞれ順にプ×7，7×（π一7），（％一7）×

7，（π一7）×（％一7）とする．

　（3．17）は

　　　　　　　　　　　雛錐。｝　　（3・9）

と同等である．

　T22は非負値半定符号の対称行列であるから，命題2・8によって対称な

T22一をとることができる．このT2ガによって

　　　　　　　　　　　U＝＝一丁22－T21　　　　　　　　　　（3．20）

とおけば，（3．19）第1式が成立する．同じく第2式の成立を示すには

　　　　　　　　　　T22T22－T2、＝T21

を示せばよいが，命題2・9（i）を考慮すると，

　　　　　T21の列ペクトルが沈（T22）に属すること　　　（3．21）

を示せば足りる．

　Tは非負値半定符号の犯次の対称行列であるから，rank　Tニずのとき，

適当な正則行列Rをとれぱ

　　　　　　　　　　R皿一（83）

と対角化される．

　　　　　　　　　T一（R）一・（33）酬　　（322）
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をつぎのように書きかえる。まず

　　　　　　　　　（Rγ・（33）一躍一（慨）　（323）

ただし躍1，四2の型はそれぞれ7x％，（κ一プ）×％とし，7と≠の大小

関係は問わない．

　（3。22）（3．23）により，（3．18）は

　　　　　　　T一（饗裂：〉一（羅1羅1）

となり，

　　　　　　　　T21ニπ名JVエ’，　T22＝彫2％’

であるから，

　　　　　　　　π（T22）二沈（1γ2｝v2’）＝π（r2）

を考慮すると，（3．21）が導かれる．

　結局（3．20）のUは（3．19）をみたすから，（3。13）のUへ（3．20）

を代入し，ylZは任意行列とすれば，このθは（3．5）（3．6）をみたす．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題3・4の系　定義3・2において，1Vが正値定符号の対称行列の揚

合には，且蝋珊騨は一意的に定まらないにもかかわらず，．4以め一且は一

意的に定まる。

　証明　Q’NQが正値定符号の対称行列となるから，（3．20）は

　　　　　　　　　　　U躍一丁2ゴ1T21

として一意的に定まり，かつ（3．14）からσ．4は任意行列瓦Zを含ま

ない・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　定義3・3．4∈刃撚％と卿次元列ペクトルcおよび卿次の非負値半

定符号の対称行列躍が与えられている．劣を未知のπ次元列ペクトル

として
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　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　　　　　　（∠4の一c）ノM（イ4∬一c）

を最小にするκを，

　　　　　　　　　　　　　．肋＝c　　　　　　　（3．24）

についての躍セミ最小二乗解とよぶ．ただし，方程式（3．24）は可解で

あるとは限らないものとする．

　定義3・4　・4∈匁淵πと窺次の非負値半定符号の対称行列皿が与え

られている．

　あるσ∈が鵬を定めるとき，任意の甥次元列ペクトル〃に対して

σ〃が

　　　　　　　　　　　　且”＝“　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．25）

についての1匠セミ最小二乗解となるならぱ，このσを且の醒セミ

最小二乗行列とよび，・4ε（顔と記す・さらに，このような0全体の集合

を｛1娠肛）｝で示す。

　集合｛且（1）｝（｛14紐）｝をレ1紐｝一｝と書き，この集合に属する元を，

∠4の皿セミ最小二乗一般逆行列とよぶ．

　とくに皿＝塩の揚合には，名称については「！レfセミ」を省略して最

小二乗一般逆行列とよび，記号については添字の（皿）を省略して，ん鱒，

｛ん一｝と記す，

　定義から明かに｛・4‘〔鮒一｝は，つぎの二条件をみたすσ∈匁π燃全体

の集合である．

　（i）任意の〃∈沈（且）に対してκニ0〃は（3．25）をみたす。

　（ii）任意の郷次元列ベクトル〃に対しての＝0μは

（z4κ一μ）’跡（且澱一〃）を最小にする．

　以下では，はじめに｛・4雌）｝を規定する条件を考える，

　命題3・5定義3・4の｛ん（κ）｝は，つぎの二条件をみたす〔7∈が鵬

全体の集合と一致する．
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　　　　　　　　　　　　棚σ且＝棚　　　　　　（3．26）

　　　　　　　　　　　　（姐0）’＝醐σ　　　　　（3．27）

　証明　はじめに0∈｛。4聰）｝が，

　　　　　　　　　　　　（且σ）’崩＝崩　　　　　 （3．28）

と同値であることを証明する．

　0∈｛z4紐）｝ということは，任意のπ次元列ペクトル躍および，η次

元列ペクトル〃に対して，つぎの不等式が成立することと同値である，

　　　　　（且o〃一〃）’M（過o〃一穿）≦（・4κ一忽）’聯（。4躍一“）．

ここで

　　　　　　　　　　κ＝＝o〃十（詔一6！〃）＝6！“十2r

ただし～二躍一61〃と書くことにより，上の条件は，

　任意の伊n次元列ペクトル〃およびπ次元列ペクトルZに対して

　　　　　1躍1！2（且0－1煕）〃li2≦”皿1／2（且θ〃＋丑2一“）ll2

　　　　　　　　　　　　　　→1皿1／2｛（AO－1蹴）〃＋Z1酬2

が成立することと同等となり，命題3・3の（3．8）についての議論と同じ

ようにして

　　　　　　　　　　躍1／2（通0－1働）“⊥Jf1／2且Z

から

　　　　　　　　　　（∠40－1皿）ノ砿4需0皿．π

すなわち（3．28）と同等になる．

　っぎに（3。26）（3。27）の二条件をみたす61∈が燃全体の集合を9

と書き，はじめに｛ん（鮒｝⊂9を示す．

　0∈1」曜）｝のとき（3．28）が成立するから，（3．28）の右から0をか

けて

　　　　　　　　　　　6！ノ！釦棚σ＝蜘0

すなわち
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　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　　　　　　　θノ（・4’砿40）＝肱4θ　　　　　（3．29）

（3．28）を転置して出る

　　　　　　　　　　　　」、ノ掘θ＝且ノ皿

を（3．29）左辺に代入して

　　　　　　　　　　　　σ’且’κ＝棚o

となるから（3．27）が導かれる．

　つぎに（3．28）と（3．27）とから

　　　　　　　砿4ニσノ14’鑑4＝（砿4θ）’五＝蜘σ11

となって（3．26）が出る．

　以上でレ無亙）｝⊂gが示された。

　逆に0∈9ならば，

　　　　　　　砿4＝〃14α4＝（鑑40）’。4＝（14σ）’伽

と計算されて（3。28）が成立するから，σ∈｛．4紐）｝，

すなわち9⊂｛，4弓（κ）｝である．　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題3・5の系1定義3・4の｛1無鮒一1は，つぎの二条件をみたす

0∈が鵬全体の集合と一致する。

　　　　　　　　　　　且α4＝且

　　　　　　　　　　　（ハ猛40）’＝磁4σ

　命題3・5の系2　｛んー｝＝．4【エ’3｝

　命題3・5の系3　斑が正値定符号の対称行列ならば，

　　　　　　　　　　｛ん（漸旦）一｝篇｛［（A’）隅（κ）一］ノ｝

　証明　所題の等式の左辺の集合は

　　　　　　　　　　A6F且講盆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．30）

　　　　　　　　　　　（扱一騒θ）ノ＝皿一1．4σ　　　　　（3．31）

の二条件をみたす6！∈R似㎜全体の集合である．

　（3．30）　尋よ
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　　　　　　　　　　　　且’0ノガ耽4’　　　　　　（3．32）

と同等である。つぎに醒が正値定符号の対称行列であることから，

（3．31）すなわち

　　　　　　　　　　0’∠4ノ躍一1二躍一1∠40

は

　　　　　　　　　跡0’沈＝且θ乃fニ（盟0’五’）’　　　　（3．33）

と同等である．

　ところで（3・32）と（3．33）の二条件をみたす（｝’∈がxη全体の集合

は｛（！1’）頭鮒一｝にほかならないから証明された．　　　　　　　　（終）

　つぎの命題とその系は命題3・4とその系と同じような推論によって証

明される．

　命題3・6　定義3・4の｛・4ε（鮒一｝は空ではない．

　証明の筋道だけを記す，命題3・5の系1により，rank・4＝7のとき前

提条件1のもとでの（3。13）の形の0について，

　　　　　　　　　　（砿4σ）〆二砿40

が成立するようにU，｝㌻Zを定めることができれぱよい．

　それにはαZは任意行列のままで，yをつぎの条件によって定める．

　　　　　（Fγ1柳一1（8ぢ）一（㌻3）（F）d脚q

ここで

　　　　　　　　（Pケ1脚一1－s一（蔑i9茎）

とおけば

　　　　　　　　　　　Slly’＝S12

　　　　　　　　　　　S21ア＝PS12

となるから，対称なSバを使ってy’ニSガS－2とおけばよい．　（終）
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　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

命題3・6の系　定義3・4において1rが正値定符号の対称行列の揚合

には，・4曜）一は一意的に定まらないにもかかわらず，ん4ε（鋤一は一意的

に定まる．

§4　一般逆行列の統計的応用

　はじめに簡単な応用例を二つ記すが・その際の約束として

　前提条件II々次元確率変数

　　　　　　欄一囎

　　　　　　　　分一鴫塑

の勘次元正規分布にしたがうとき，この分布を記号〈r㌃（μ，Σ）で示す・

ただしrank、Σ＝γは0≦プ≦たをみたす整数とし，Xの分布が〆次元の

分布にまで退化することを許すものとする．

　命題4・1　々（≧2）次元確率変数Xが正規分布1〉㌃（μ，Σ）にしたがう

ものとする．0〈々1〈々をみたす整数勘を定めて島二々一亀とおき，Xを

はじめの島個の成分から成　（ゑ）と残りの概個の成分から成

　一
魏とに　これに対応して

　　　　　　　　μ一（段い一（ゑ湯1）

と分割する．

　このときX1，X2の実現値を勘，碗と書けば，

　（i）Σ22一の多義性にかかわらず，
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　　　　　　　μ、．2ニμ、＋Σエ2Σ22一（の2一μ2）　　　　（4，1）

は確率0の集合上を除いて一意的に定まり，さらに

　　　　　　　　Σ『11．22＝＝』『11一』『12Σ’22嘗』『21　　　　　　　　　　　　　（4b2）

はつねに一意的に定まる。

　（ii）X2二碗を与えたときのX1の条件つき分布は盈1次元の正規分

布1覧、（μ1．2，昂1．22）である。

証明　（i）命題3・4で（3．21）を証明したのと同じようにして，ΣF2正

の列ベクトルはいずれも沈（、Σ22）に属することを証明できるから，適当

なC∈匁碗×hをとるとき

　　　　　　　　　　221＝、ΣF22C

が成立する．したがって

　　　　　　　Σ12、Σ22馴Σ「21＝αΣ『22Σ『22一Σ220

　　　　　　　　　　　＝0ノΣ22C

はΣ22一の多義性にもかかわらず，つねに一意的に定まる．

　なおここで

　　　　　　　、Σ12、Σ122一Σ’22＝αΣ’22Σ22一Σ22

　　　　　　　　　　　＝C’Σ22ニΣ、2　　　　　（4．3）

が成立することを注意しておく．

つぎに縄次元確率変数X2について

　　　　　　　X2一μ2∈π（、Σ22）　α．乱

であるから，確率0の集合上を除けば，鈎に応じて定まる適当な々2次

元列ベクトル彩によって晦一μ2＝．Σ2四となり，

　　　　　　Σ、2Σ122一（劣2一μ2）＝0222、Σ『2ゼ■22〃

　　　　　　　　　　　　＝C’Σ22〃

は，・Σ22一の多義性にもかかわらず一意的に定まる．

（ii）つぎにx一μ一
瓢）に対して線型変換を行つて
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　　　　　　　　　一般逆行列の初等理’論

　　　　　y一（豊）一（3謁穿騰二錐）

を作れば，アは々次元正規分布にしたがう．

　さらに（4．3）により，r1とr2の共分散行列は

　　　伽（脳）一（婦耽）（舞多1：）（a）

　　　　　　　一（恥易疏砺堀堀娠轟）（且）

　　　　　　　＝0

となるから，r1と「2は独立に分布する．したがってh＝X2一μ2の

値を与えたときのr1＝X、一μr．Σ、2、Σ22てX2一μ2）の条件つき分布は，条

件なしのr1の分布と同じになる．他方X2＝碗の値を与えたときのX1

の値は名十μ1十、Σ『12、Σ22曹（∬2一μ2）＝r1十μ1．2であり，「エは期待値Oの

砺次元正規分布にしたがい，その分散行列は

　　　陶・（巧）一（翫一恥恥）（ゑiゑ：）（一（Σ島Σ飢）

　　　　　　一（昂・一跳Σ舳・）（一（Σあ2，、）

　　　　　　＝Σ、王一、Σ、2、Σ22一、Σ21＝211．22

と計算されるから，X2＝晩を与えたときのX1の条件つき分布は

ハ砺（μ1．2，、Σ11．22）である，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　つぎへ進む準備のための命題を三つ述ぺておく．

命題4・2　飽次元確率変数Xが1V冷（μ，2）（ただしrankΣニ7≦々）に．

したがい，かつμ∈沈（Σ）ならぱ，

　　　　　　　　rankBニ7，　Σ＝BB’　　　　　（4．4）

をみたす定数行列B∈がx7が存在して，適当な7次元列ベクトルρを

とるとき，つぎの二式が成立する。
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　　　　　　　　　　μ二恥　　　　　　　　　　　　　（4．5）

　　　　　　　　　　X＝B（r＋ρ）　仏＄　　　　　（4。6）

ただし躍は7次元の正規分布1V。（O，1・）にしたがう確率変数とする．

　証明　Σは階数7の非負値半定符号の対称行列であるから，適当な正

則行列Qによつて㈱一 言3）

と対角化され，

　　　　　　　　　　　Σ一（α瑠3）酬

ここで，（Q’）一1のはじめの7列から成る彦×7型行列をBと書けば，

（4，4）が成立する．こ．のとき前提条件から

　　　　　　　　　μ∈π（Σ）＝沈（BB’）ニπ（B）

であるから，（4。5）をみたす7次元列ペクトルρを定めることができる．

　つぎに

　　　　　　　　　X一μ∈沈（Σ）ニπ（β）　σ．乱

であるから，ある7次元確率変数7Vによって

　　　　　　　　　　　X一μニB『　　仏乱　　　　　　　　　（4。7）

となる．この両辺に対して左から（B’B）一1B’をかけて

　　　　　　　　　耳7＝（B’B）一1BてX一μ）　　α。s，　　　　　　　（4。8）

　この右辺は期待値0，分散行列（B’B）口1B’ΣB（B’B）輔1＝みの正規分

布にしたがうから，躍の分布は7次元の標準型正規分布となり，（4．5）

と（4．7）から（4．6）が導かれる．　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題4・3　7次元確率変数Uが1V．（ρ，1r）にしたがうとき，Sを階

数sのベキ等な7次の対称行列とすれぱ，U’SUは自由度s，非心度

ρ’Sρの非心カイニ乗分布にしたがう。

　証明　Sは適当な直交行列Pによって
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　　　　　　　　　　PSP一（呑3）

と対角化され，

　　　　　　　　　　s－P（33）P

が成立するから，Pのはじめのs列から成る7×s型行列をP1とすれ

ば

　　　　　　　　SニPIP1ノ　かつ　P1〆P1＝る

　ここでs次元確率変数ア＝P1’Uを作れば，これはs次元の正規分布

にしたがい，その期待値はP1’ρ，分散行列はP1／P1ニろである。

　したがって

　　　　　　　　　rT＝U’PIP1’UニU’SU

は自由度s，非心度（P、’ρンP、’ρ＝ρ’Sρの非心カイニ乗分布にしたがう。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題4・4　々次元確率変数Xが！〉冶（μ，Σ）（ただしrankΣ＝7≦々）に

したがうものとする．

　（a）　μ∈π（Σ）であって，かつ

　（b）　定数から成る々次の対称行列6！が

　　　　　　　　　　、Σ『0ΣθΣニΣ（｝Σ　　　　　　（4．9）

をみたすとき，

X’61Xは自由度trace（0、Σ），非心度μ’σμの非心カイニ乗分布にし

たがう．

証明　命題4・2の記号を使うとき，そこで得た結果が成立している．

　さらに（4．9）が成立すれば，（4．4）から

　　　　　　　　BB’σBB’θBBノ＝BB’（7BB’

この両辺に対して，左から（B／B）一1B’を，右からB（B’B）一1をかけれ
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ば

　　　　　　　　　　　B／OBB／6！B＝B／61B

したがってB写Bはベキ等な対称行列であって，

　　　　　　rank（B’σB）＝trace（B’6！B）

　　　　　　　　　　　　＝trace（σBB’）ニtrace（0Σ）

　また（4，5）から　　ρノB’σBρ＝〆θμ

　ここで（4．6）右辺のr十ρ＝σと書きかえれば

　　　　　　　　　X’θX＝U’Bノ（招σ　　α．s．

となるから，B’σBをSとみて命題4・3を使えぱよい．　　　（終）

　命題4・5　々次元確率変数Xが1協（μ，Σ）（ただしrankΣ＝γ≦々）に

したがい，かつμ∈π（Σ）とする。

　（i）対称なΣ』によってx’Σ一xを作るとき，この確率変数は自由

度7，非心度μ’Σ『『μの非心カイニ乗分布にしたがう。

　このとき対称なΣ卿の多義性にかかわらず，X’Σ一Xの値は確率0の

集合上を除いてΣ一の多義性の影響をうけることがなく，また非心度

μ’Σ一μはつねに一意的に定まる．

　（ii）　対称な2〔、〕（2）（ただし0≦5≦7）を定めるとき，x’、Σ［、］（2）Xは

自由度s，非心度μ’盈，〕（2）μの非心カイニ乗分布にしたがう．

　（iii）X’Σ＋Xは自由度7，非心度μ’・Σ＋μの非心カイニ乗分布にした

がう．

　証明　命題4・2の証明の記号を使う。

　（i）分布については，命題4・4のσとしてΣ曹を考えればよい。

以下ではΣ1一の多義性についての部分を証明する．B∈がx7，rankBニ7

であるから，々次の適当な正則行列Rによって

　　　　　　　　　　　　EB一（3、脾、．♪　　　（生・・）
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が成立する．

　したがって（4．4）を考慮すると

　　　　　　　RB珊一R珊一（33）

が成立し，命題2・3により

　　　　　　　　　Σ｛1｝一R（言彦）R

ただしこ11瓦Zはそれぞれ順に（彦一7）×7，7×（々一プ），（々一7）x（々一7）

型の任意行列となる．

　Σ田のうちの対称なものをΣく1〉で示すことにすれぱ，

　　　　　　Σ〈1＞一酷望）Rただしz－z

　この結果と（4．6）から

　　　　溜く1〉x一（叫ρ）9R（㌻牙）朋（叫ρ）仏畠

　ここで（4．10）を使って

　　　　　　XノΣく1＞Xニ（曜十ρ）’（『十ρ）　鳳5

が出る．

　同じようにして

　　　　　　　　　　μ雪〈1〉μ＝ρρノ

が導かれる．

　（ii）s＝oのときはとくに論ずるに及ばない．1≦s≦7として命題

2・14に戻って考えると，そこでのAが階数7の非負値半定符号の％次

の対称行列で，Xが階数sの対称行列ならば，（2．34）におけるP－＝

Q■にとることができて，且［、】｛2｝ニZ’Zlただし2r∈匁8綱はZ且Z’＝1、

をみたす任意行列という結果を得る．

いま問題としている揚合については，Σ＝BB’が階数7の非負値半定
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符号の々次の対称行列，Σ［、コ【2｝は対称であるから，

　　　　　　　　　　　Σ［、］｛2｝＝Z’Z　　　　　　（4，11）

ただしZ∈刃8矯は

　　　　　　　　　ZΣZ’ニZBB’Z’＝ム　　　　　（生12）

をみたす任意行列ということになる。

　そこで命題4・4のσとして対称なΣ［、】（2）をとれば，その自由度は

　　　　　　　trace（Σ［8］〔2｝Σ）ニtrace（Z’ZΣ）

　　　　　　　　　　　　＝trace（ZΣZ’）＝S

と計算される．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　なおとくにs＝7の揚合には命題2・15により・Σ［．］（2）＝Σ（1・2）となる

から，とくに（ii）の揚合を（i）と区別して論ずる必要はない．

　さらに（ii）においてs＜プの揚合の非心度はつぎのように計算される．

　（4．12）によれば（ZB）∈匁脚のs個の行ペクトルはγ次元行ペクト

ルとして正規直交系になっているから，Zに依存して定まる適当な7次

元の直交行列Szにより，

　　　　　　　　　ZBSz＝（る，08X（7＿8））

が成立する．これから

　　　　　　　　　ZB＝（1、，0、x（7一、））S’z　　　　（4・13）

が出る．

　（4．5）（4．11）（生13）から

　　　　　　　　μ’Σ［、1（2）μ＝ρ’B’z’ZBρ

　　　　　　　　　　　　一μSz（33）S〆ρ　（4・4）

が導かれて，8z’ρのはじめのS個の成分の二乗和が非心度を与える，

　（iii）命題4・4のσとして』r＋を考えればよい・　　　　　　（終）
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例一一

分散行列Σ＝

1　1　2　　1

　　　　　　3
1　2　3　－
　　　　　　2

　　　　　　5
2　3　5　－
　　　　　　2

　　3　5　5
1　＿　＿　＿
　　2　　2　　4

の4次元正規分布にしたがい，μ∈π（Σ）とする。

　rankΣ＝2であって，命題4・2の

　　　　　　　　　　　　　　　燭

ここで
鷺〉唄莞）と分割すれ1謁

　　　　　　　　　　　　　　　維1）

であるから，

　　　　　　　　Σ・・…一誌（1－11）（漉）誘（1－11）

　　　　　　　　　　　一孟（嵩畿ll脅二ll謡1、）

ただしπ，zは任意定数と計算される・

命題4・1の（4・2）は

　　　　　　　　、Σ11．22＝、Σ1rΣ、2、Σ22｛1｝Σ2、
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　　　　　　　　　　一（11）一壱（諭一告（一1－1）

　　　　　　　　轟㌔賑鼠1舞ll盤二鋤

となるが，X2の実現値を碗，E（X2）＝μ2とおくとき，確率0の集合上を除いて，

　　　　　　　　　胸一侮・沈（轟）一π（の一π（（1））

であるから，Σ、2Σ22〔1｝（為一μ2）から任意定数πが消える・

　例4・2上の例4・1のBに対して（4・10）を成立させるRは

0
0
0
　
1

0
0
1
主
2

　
　
　
一

〇
1
1
　
0

　
　
「

1
1
1
　
0

　
一
一

　
　
＝

　
　
R

したがってこのRを使って

　　　　　　　　　　　　　Σ・η一R（2｝）R

ただしα兄Zはいずれも2×2型の任意行列とする・

　ここでy＝ぴ，Z＝Zにとれぱ・Σく1〉を得る．

　とくにΣ〈1〉の一つとして

　Σ［・コ｛2》の計算はつぎのようになる・

　Z∈鬼1x4をZ＝（～エ，22，23，94）と書き，ZB＝（σ、，σ2）とすれば，（4・12）の条件

σエ2十α22＝1をみたす（σ1，σ2）を定めて

56



　　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　　　　　　磯ト

を解くと，ε3，24を任意定数として

　　　　　　　z一（隅一鞠一告娩一禰一卸嫡）・

そこで（4。11）によりこのZによって

　　　　　　　　　　　　　■［1ユ｛2｝＝Z’Z

ただしε3，z4は任意，4：，α2はα12＋σ22＝1をみたす任意定数とする．

　　　　　　　　　　　　　亀一（1：一1：）

であるから・ρ一
1：）と書くとき（生・のから命題生5（ii）のヲ醸は（　＋

α2ρ2）2となる．

　これ以降は回帰模型への一般逆行列の応用について述ぺるが，そのため

につぎの条件をおく．

謝に一つぎのことを前

提する．

　（a）　アの期待値は　　　　E（ア）＝Xβ　　　　　　　　（4，15）

　　　　yの分散行列は　　％r（r）ニσ2Σ　　　　　　　　　（4．16）

　（b）X∈がx七は既知定数行列で，κ≧々，rank　Xニプ≦ゑ

　（c）βは々次元の未知母数列ベクトルで，た次元ユークリッド空間

内の任意の値をとり得る．

　（d）σ2＞0は未知母数で，2は既知定数から成る正値定符号の％次

の対称行列．
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　良く知られているようにΣが既知で正値定符号であるために回帰模型

の取扱いが簡単になる．

　はじめに使われる概念について復習すると

　定義4・1　前提条件皿のもとで，

　（i）々次元の既知定数行ベクトル戻超（x）のとき，’βを推定可能

関数という．

　（ii）既知定数行列L∈がx七について謬（L）⊂妖X）のとき，Lβを

」次元の推定可能ベクトル関数という．

　とくにrankLニ」のとき，Lβの」個の推定可能関数は独立であると

いう．

　命題4・6　’次元の推定可能ペクトル関数Lβが与えられたとき，適

当な定数行列0∈が焔と」次元の定数列ベクトル6によって

　　　　　　　　　　　　E（0｝7＋ゐ）ニLβ　　　　　（4．17）

が成立する．

　逆にある定数行列0∈がx％と」次元の定数列ペクトル6を定めると

き・（4・17）の関係が任意のβに対して成立するならぱ，（4，17）右辺の

Lβは推定可能ベクトル関数である．

　証明　Lβが推定可能ベクトル関数ならぱ，必（L）⊂κ（X）であるから，

適当なC∈がxπによって

　　　　　　　　　　　　　　LニCX　　　　　　　（4．18）

が成立する・したがってゐ＝0にとれば（4。15）によって

　　　　　　　　E（oy十ゐ）＝CE（r）＝c騎9＝Lβ。

　逆にある0と6について（4。17）が成立すれば，（4。15）により　　、

　　　　　　　　　　　　CXβ＋ゐ＝Lβ．

ここでβは任意のた次元列ベクトルでよいから

　　　　　　　　　　　　6＝0，　CXニL
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となって謬（L）⊂κ（X），

　すなわちLβは推定可能ベクトル関数である。　　　　　　　　（終）

　命題4・6の系　前提条件皿のもとでβの任意の成分が推定可能と

なるための必要十分条件はrankX⇒である．

　定義4・21次元の推定可能ペクトル関数Lβが与えられている．あ

るBo∈測xηを定めるとき，

　（i）　E（Boア）＝Lβであって，かつ

（ii）　　　　　　E（Bア）＝Lβ　　　　　　（4，19）

をみたす任意のB∈がxπに対して

　　　　　　　　　y4r（Bア）一ydr（Boア）

が非負値半定符号の対称行列のとき，BoアをLβの最良線型不偏推定子

とよぶ．

　ここでつぎの注意を述ぺておく．

　命題4・6の証明でみたように，（4．19）は

　　　　　　　　　　　　BXニL

と同義であるから，あるBo∈が焔を定めるとき，任意のZ次元列ベク

トルαに対して

　（i）α’BoX＝α’Lであって，かつ

　（ii）　　　　　　　　　　　α・BXニα・L　　　　　　　　　　　（4．20）

をみたす任意のB∈がxπについて

　　　　　　　　殉r（αノBy）≧陶r（α’Boy『）　　　　（4．21）

が成立する揚合に，Bo｝7をLβの最良線型不偏推定子とよぶことになる．

　命題4・7　前提条件皿のもとで，ある定数行列且∈がxηを定めて

βニ11アを作る，

　任意の正整数」を与えたとき，妖L）⊂諺（X）をみたす任意のL∈刃厩

に対してLβがLβの最良線型不偏推定子となるための必要十分条件は，
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任意の1次元行ペクトルε∈謬（X）に対して’βが置βの線型最良不偏

推定子となることである．

　証明　必要性は明か・十分性のうち不偏性は簡単で，任意の’∈£（X）

に対してE（瑠）二醇であるから，与えられたLβに対してE（Lβ）ニ

Lβ。

　最良性の証明には上述の注意を使う．任意の」次元列ペクトルαを

定め，α伍二』とおく。」β＝α’Lβニα’L盆｝7が」β＝α’Lβの線型不偏推

定子として分散が最小という前提であるから，定義4・2のLとして」

を，Bとしてゐ∈疹xπを考えると，つぎの結果が成立している．

　　凝篇欝諸即｝　・生22・
　ところで（4・20）をみたす任意のB∈盈εxπについては（α・B）X＝α・L

＝iが成立しているから（4。22）の6としてα’Bを使うことができて，

陥r（α’B｝7）≧y砂（α’L11｝7）が導かれ，さきの記号のBoに相当するも

のがL・4であることに注意すれば，L且「＝LβがLβの最良線型不偏

推定子となる、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　つぎに進む前に準備として

　命題4・8　前提条件皿のもとで

（i）　　　　XニX（X2『1X）一X’Σ一1X　　　（生23）

　（ii）　x（x’2－1x）一ヱは一般逆行列（x’Σ“x）暢の多義性の影響を受

けることなく定まる対称行列である．

　証明　（i）　14ニΣ一1／2Xとおけぱ，命題2・11（i）により

　　　　　　　Σ一1！2X＝Σ一1／2X（X／2－1X）一X雪一1X

ここで（Σ一112）一1（rankΣ『＝％からΣ一1！2は正則行列）を左からかけて

（4。23）を得る．

　（ii）　いまの記号で
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　　　　　　且（五’且）一孟＝Σ一1！2X（XΣ一1X）ロX’Σ一1／2　　（4．24）

はπ（且）ニπ（Σ一1／2X）上への正射影行列として（X’Σ一1X）一の多義性の

影響を受けない対称行列である．そして定義3・1で述ぺたようにある対

称行列2r－1！2を決めて考えているから（ii）の結果を得る．　　　（終）

　つぎの命題は古典的である．

　命題4・9　前提条件皿のもとで，確率変数rの実現値を〃と記す、

　（i）〃が与えられたとき，（μ一xβ）〆．Σ一1（〃一xβ）の最小値を与える

βをβと書けば，βは方程式

　　　　　　　　　　矛Σ一1Xβ＝矛Σ一1〃　　　　（生25）

の解である．

　7二海の揚合にはβが一意的に定まるが，7＜飽の場合にはβは一意

的には定まらない．

　（ii）任意の推定可能ベクトル関数Lβについて，その最良線型不偏

推定子はLβによって与えられ，Lβはつねに一意的に定まる・

（iii）　　　ydr（Lβ）＝σ2L（矛Σ一1X）一Lノ

であって，この値は（X雪一1X）一の多義性にかかわらず一意的である。

　（iv）　箆＞7のとき

　　　　　　　　SSR＝（μ一Xβ）’2－1（μ一顔）　　　（生26）

　　　　　　　　62＝SSR／（％一7）

とおけぱ，62はσ2の不偏推定子である．

　証明　（i）（4．25）はr1をウエィトとする加重最小二乗法の正規

方程式である．

　・Σが正値定符号の対称行列であるから

　　　　　　　　　瀦（Xノ）＝沈（X’Σ一1X）

が成立し，βについての方程式（4。25）は可解であって，
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　　　　　　　　　　　乃f二矛2－1X　　　　　　（4．27）

とおくとき，命題3・1によりその一般解は

　　　　　　　　β二乃f一ヱΣ一1〃＋（為一乃f卿躍）z　　　（4．28）

となる。ここに2は々次元の任意の列ペクトルである．

　7⇒の揚合にはrank（屈）二亙　したがって置曽＝躍一1となるから，

βは

　　　　　　　　　　　β二丑f－1XンΣ』1〃

として一意的に定まるが，7＜々の揚合には（4。28）のβは一意的では

ない．

　（ii）および（iii）命題4・6により，L∈がx㌃のとき

　　　　　　　　　　　　L＝CX
をみたすC∈が焔が存在する．（4．28）から

　　　　　　LβニOX躍一X雪一1〃十〇X（ムー班辱班）2

　命題4・8（i）によって上の式の右辺第2項が消え，同命題（ii）によ

って第1項はM曽の多義性にかかわらず一意的に定まる．

　　　　　　　LβニCXM－X’Σ一1〃＝LM－X／2－1〃　　　　　（4，29）

の期待値をとり，（4．15）と命題4・8（i）を使えば

　　　　　　E（Lβ）ニCXIrXノ・Σ一1XβニCXβ駿Lβ

　同じような推論によって

　　　　　y己r（Lβ）＝CXM－Xン、Σ』1y4r（r）Σ一1X丑f－Xンσ

　　　　　　　　＝σ2（】X1『XO’ニσ2L1匠『L’　　　　　　（4，30）

が導かれ，五皿一L’は皿”の多義性の影響を受けない．

　なお（4。30）の変形に際してXM－1励rX’＝XM－X’を使うが，この

式は命題4・8（i）から出る．

　つぎにLβの最良性を証明する．命題4・7により，任意の」次元行

ベクトル」∈L（X）に対して紹の最良性を示せばよい．すなわち’ニcX
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をみたす任意の％次元行ベクトルCについて

　　　　　　　　　　y召r（e｝7）一y乙r（∫β）≧0

を示せばよい．

　（4。30）で！＝1の揚合の結果を使えば，

　　　　　　　（4。31）の左辺＝σ2cΣc’一σ2eX1『X’cノ

　　　　　　　　　　　　　ニσ2¢QQノ¢’＝σ2”cQ［12≧0

ただし　　　　　　　QニΣ1／2－XM－XノΣ一1！2

となって求める結果が得られる．

　（iv）　まず

　　　　　　　　　　　　Uニr－Xβ

の実現値を

　　　　　　　　　　　　麗＝〃一Xβ

と書くとき

　　　　　　（右一XM－XノΣ一1）麗＝（1π一X躍一矛Σ一1）〃

　　　　　　　　　　　　　　一（ち一X躍一Xノ・Σ『1）Xβ

　　　　　　　　　　　　　＝（ち一XM－X’Σ一一）〃

が成立するから，（4。29）のLをXと書きかえた式を使って

　　　　　　　　SSR＝（拶一舶）雪一1（〃一顔）

　　　　　　　　　　＝IIΣ一1／2（1鴇一X乃1一忍Σ一1）〃li2

　　　　　　　　　　→1Σ一112（1π一X乃f－X’Σ一1）麗ll2

　　　　　　　　　　＝配ノ（Σ一1一Σ一1X躍一X’Σ一1）砿

これは

　　　　　　　trace｛μ’（Σ一LΣ一1X万f－X’Σ噂1）π｝

　　　　　　　　ニtrace｛（Σ一LΣ一1X皿輔X’、Σ一1）μ砿ノ｝

に等しいことに注目し，EをUと書きかえて期待値をとれば

　　　　E（SSR）＝trace｛（2噂1一Σ卿LX皿ロX’2－1）E（Uぴ）｝
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（4，31）

（4，32）

（生33）

、

（4．34）



　　　　　　　　　一橋大学研究年報　自然科学研究　21

　　　　　　　　＝σ2trace｛（Σ一L2－1Xπ一XΣ一1）Σ｝

　　　　　　　　＝σ2（箆一γ）

を得る。ここでrank（M－M）＝rankM＝rank（．Σ一1／2X）＝rを使った．

　なお％＝7の揚合には，銘≧海≧7から％＝彦＝7となり，Xはκ次の

正則な行列となるために，（4。25）は

　　　　　　　　　　　　　　即＝〃

と同等になり，βニX一愉，SSRニ0となる．　　　　　　　　　　（終）

　以上の古典的な結果のうち（i）（ii）をRaoMitra流に説明すると，

つぎのようになる．

　命題　4・10　前提条件皿のもとで，確率変数yの実現値を〃と記す．

　（i）任意の推定可能ペクトル関数Lβについて，その最良線型不偏

推定子は

　　　　　　　　　L［（矛）m〔Σ）一］’〃：＝L［瓦（｝、）騨］〃

として与えられ，

　（ii）　　　　β＝［（1）彿（ガ］’〃ニ［X轟（矛・）一］〃

と書けば，βは

　　　　　　　　　　　ヱΣ一1Xβ＝ヱΣ一19　　　　　（4．25）

の解にほかならない．

　証明　まず命題3・5の系3から

　　　　　　　　　　　［（Xノ）以Σ）一］’＝X三（矛！》一

であることを注意しておく．

　（i）命題4・7により，任意の8∈諺（X）に対してεβの最良線型不

偏推定子が

　　　　　　　　　　　　」［（X’）皿（Σ）一］’〃

であるこ．とを示せぱよい．

　定義4・2によれば，任意に’∈妖X）が与えられたとき，
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　　　　　　　　　　　　ε＝ゐX　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．35）

をみたすような難次元行ベクトルわについて

　　　　　　　　　　yαγ（伽）ニゐノΣわ

を最小にする6を’ 。と書くとき，わ。〃がZβの最良線型不偏推定子で

ある．

　（4．35）は

　　　　　　　　　　　　X’ゐノ＝む’

と同等であり，」’∈π（X’）は任意でよいから，最小Σセミノルムー般逆

行列についての定義3・2から，求める尻は

　　　　　　　　　　ゐo’ニ（Xノ）皿（■）一」’

となる．これからめo〃＝’［（X’）肌（ガ］勿を得る．

　（h）βニ［及（｝ザ］〃は，任意の錫次元列ペクトル〃に対して即＝μ

についてのΣ一1セミ最小二乗解であるから，その定義3・4により，与

えられた任意の〃に対して（Xβ一彩）’Σ一1（Xβ一〃）の最小値を与える・

したがって上のβは（4．25）をみたす．　　　　　　　　　　（終）

　命題4・9およぴ4・10の幾何学的説明を与えておく・

　第2図ではグ次元の部分ベクトル空間π（Σ一112X）の基底を（c1，ε2，

一，θ．）とするとき，7＝2の揚合についての平面沈（、Σ一1／2X）が二つみ

ペクトルε1，ε．によって張られている．Σ一1／2μをπ（、Σ一工／2X）上に正射

影した結果は

　　Σ－1／2X（矛Σ一1！2Σ糟1！2X）一XΣ曽工／2Σ一1／2〃＝Σ一112XM一忍Σ一1〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ』1／2Xβ

であって，これは

　　　　　（〃一Xβ）’Σ一1（〃一Xβ）＝llΣ一工！2（Z’一Xβ）【12

　　　　　　　　　　　　　　→1Σ一1！2拶一Σ一1！2xβll2
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の最小値を与えており，この最小値がSSRニ（〃一Xβ）Σ一1（〃一Xβ）となる。

　E（27－1！2｝7）ニ2－1！2Xβは当然π（£1／2X）上のペクトルであって，

2－1／2μとE（£1／2y）との差をπ（、Σ一1！2X）上に正射影したものが

Σ一ユ／2X（β一β）となる．

　つぎに述ぺる正規模型では，三つのペクトルΣ』1／2μ，Σ一1／2Xβ，2需112Xβ

の端点で作られる直角三角形が，カイニ乗変量の分解をあらわすことにな

る．

最後に回帰分析の正規模型について述ぺる．

前提条件IV　前提条件皿に加えて

　　　　　　　　　　　U＝y」Xβ　　　　　　　　　　　　　　　　（4．32）

がπ次元正規分布にしたがうとき，これを回帰分析の正規模型という．
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　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　このときκ次元確率変数Uの分布は

　　　　　　ハ㌦（0，σ2Σ）　　（ただしrankΣ＝7≦ゑ）

となる．

　命題4・11　前提条件IVのもとで，」次元の推定可能ペクトル関数Lβ

の最良線型不偏推定子をLβとするとき，

　（i）L（β一β）は」次元正規分布現（o，σ2L1匙r－L’）にしたがい，

　（ii）SS却σ2は自由度κ一プのカイニ乗分布にしたがい，

　（iii）　これら二つの変量は独立に分布する．

ただし　　　　　　SSRニ（“一Xβ）’2『一1（“一Xβ）　　　　　（4。26）

　　　　　　　　雌X’Σ”1X　　　　　　　（4．27）

とする・また自由度0のカィニ乗分布は定数0を意味するものとする．

　証明　まず（4．29）と（4．32）から

　　　　　　　　Lβ＝CX置噛X’Σ辱1（Xβ十U）

　　　　　　　　　　ニσXβ＋σX皿一X’27－1U

　　　　　　　　　　＝Lβ＋（】XM－Xノ』r－1U

であるから

　　　　　　　　　L（β一β）＝CXM－X’Σ『1σ　　　（4．36）

が出る．

　つぎに（4．34）と同じようにして

　　　　　　Σ一1！2（γ一Xβ）＝Σ一1／2（1π一X置一耽一1）0　（4．37）

が導かれる．

　そこで

　1Z＝＝一Σ』1／2U

　σ
とおけぱ，Zは％次元の標準型正規分布鑑（0，1．）にした・がい，（4．36）

（4，37）からつぎの等式が成立する，

67
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　　　　　　　　告（重1犀Xβ））一（会）Z　（生38）

ただし

　　　　　　　　且＝CX1匠一XノΣ一1／2

　　　　　　　　B＝1π一Σ一1／2XM－XノΣ－1！2

　（4．38）と命題4・8（i）から出る

　　　　　　　　　　　。4B’＝0

のゆえに

　1　。
　rL（β一β）は1次元正規分布1V二（0，1隻達）にしたがい，
　ひ
　1　　　　　＾　rΣ一1！2（「一Xβ）はη次元正規分布1V％（0，BB’）にしたがい，かつ
　ひ
これら二つの変量は独立に分布する。

　ここで命題4・8（i）（ii）を使えば，

　　　　　　　　　　且Z4ノ＝L刀歴－1ン

　　　　　　　　　　BB’＝B

であることは容易に確かめられる．

　Bはπ（Σ一1／2X）⊥上への正射影行列であり，B＋＝：1π，rankB＝％一7

さらに0∈沈（B）は明かだから，命題4・5（iii）により

　　　　　　　1　　　．　　　　　＾　1　　　　　　－（r－Xβ）’、Σ一1（y－Xβ）＝－SSR
　　　　　　σ　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

が自由度％一プのカイニ乗分布にしたがうことになる・　　　　　（終）

　命題4・12　前提条件Wのもとで，Lβニθを与えられた」次元の推

定可能ペクトル関数とし，その最良線型不偏推定子をLβ＝θとする。

　％＞7，rankL＝5≧1のとき，与えられた」次元列ペクトルθo∈π（L）

について，帰無仮説π0：θ＝θ。を対立仮説私：θ≠θ0に対して検定する

問題を考える，

　　　　　　　SSR＝（〃一Xβ）’Σ一1（rXβ）　　　（4・26）
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　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　　　　皿一摺一聖　　　．　　（427）
　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　Qニ（θ一θ。）’（L15f－L’）一（θ一θ。）　　　（4，39）

ただし（L1彫f－L）ーは対称な一般逆行列とする．

　以上の前提条件のもとで，つぎの結果が成立する．

　　　　　　　　　　　　　　Q　銘一プ
　（i）　　　　　　　JFニー・一
　　　　　　　　　　　　　SSR　　s

を検定統計量として，0＜α＜1をみたす定数αに対して

　F≧F、（s，％一7）ならば」砿oを棄去Pし，

　F＜F、（s，π一7）ならば∫Zoを採択すれぱ，

これはサイズαの検定である．

　ただしF、（s，％一7）は自由度（s，7z－7）のエフ分布における上側100・α

パーセント・ポイントとする．

　（ii）　検定統計量Fは，帰無仮説島の真偽にかかわらず，自由度
　　　　　　　　1（s，雑一7），非心度－（θ一θo）’（L1髭f－L）一（θ一θo）の非心エフ分布にしたが

　　　　　　　σ
う．

　証明　θ0∈π（L）であるから，Lβ0＝θ0をみたす々次元列ベクトル

βoが存在する．

　　　　　　　Q＝（β一βo）’L〆（L肛一1ノ）曹L（β一β。）

は明か．

　　　　　　　　　　　　　　1　。　命題4・11の証明でみたように，一L（β一β）は」次元正規分布
　　　　　　　　　　　　　　σ
　　　　　　　　　　　　1ノ〉‘（O，L”F鞠L’）にしたがい，iSSRとは独立に分布する．それゆえ

　　　　　　　　　　　ひ
告L（β一角）は魔正規分拙（去L（β鴨一）にし嫡・

ここでrank（L〃P－Lノ）＝sが証明されれば，rankLニsのゆえに

　　　　　　　　1
　　　　　　　－L（β一β・）∈π（加f－L’）が導かれ，
　　　　　　　σ
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　　　　　　　　　　1
命題4・5（i）により，－Qは自由度s，非心度
　　　　　　　　　σ

　1　　　　　　　　　　　　　　　1　二〆β一β。）’〃（LハfL’）一L（β一β・）＝－（θ一θ・）’（L乃f－Lノ）一（θ一θ・）

　σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
の非心エフ分布にしたがい，上記のようにτ調SRとは独立に分布する・
　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

したがって，あとはrank（L1『L’）＝sを示せばよい．

　　　　　　　　　Z（L）⊂κ（X）＝κ（Σ一1／2X）

であるから，rankL＝s≦rankX＝7であり

　　　　　　　　　　　　LニFΣ繭1／2X　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4。40）

をみたすF∈がXπ，rankF＝sが存在する．

（4．40）から，LM－XΣ騨1／2＝FΣ一1／2XM扁X’Σ一1！2　　　（4・41）

が導かれるが，（4．41）右辺の項のうちΣ一1！2×1rX／1r1！2がπ（Σ一112X）

上への正射影行列であることに注目すれば，（4。41）の行列をKとおく

とき，

　　　　　　孤K）ニ｛K配：灰γπ｝＝1研4／2Xf二彦∈γ澹｝

　　　　　　　　ニ｛㍑：’∈γ’κ｝＝ノκ（L）

　からrankK＝rankL＝；sが出て，

　　　　　KKノ＝加fXノΣ榊1／2（LM－XΣ『L12）’ニL乃f－L’

の階数もSとなる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題4・13　命題4・12の前提条件と記号を使い，さらに

Lβ＝θo∈沈（L）という条件のもとでの（〃一Xβ）’Σ一一（〃一Xβ）の最小値

　をSSRと書くことにする．

　このとき，条件Lβニθoが成立するならば，（4，39）のQについて，

　　　Q＝SSR－SSRという等式が成立する。

　証明　二段に分けて証明する．

　（i）Lβ＝θo∈π（L）の条件のもとで（群一xβ）〆8夏（似一xβ）の最小
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　　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

値を与えるβをβと書けぱ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SSRニ（〃一xβ）’Σ卿1（〃一顔）　　　（生42）

である，はじめに，

　　　　　　　　　　　ノVロΣ『1／2X（1κ一L－L）　　　　（生43）

　　　　　　　　　　　　　　とおくとき，確率変数としてのSSRについて，等式

　　　　　　　　　　　　　　　　　SSR＝II｛ち一N（MV）一1V’｝Σ一1／2Uli2　　（4．44）

が成立することを証明する．

　　　　　　　　　　　　　Lβ＝θ・

の一般解は，命題3・1から

　　　　　　　　　　βニL聯θ・＋（1㌃一L－L）2　　　　（4．45）

ただし2は鳶次元の任意の列ベクトルである．

　したがって

　　（〃一Xβ）ノΣ『1（〃一Xβ）ニiIΣ一1／2（Xβ一卸）目2

　　　　　　　　　　　　→！Σ一1／2｛X（1彦一L『L）2一（∬一XL一θ。）｝ll2

において，

　　　　　　　　　　　　舗翻　　（生46）

と書きかえれば

　　　　（〃一Xβ）’』『一1（卸一Xβ）＝（X％一e）’Σ一1（X7ンーc）。

これを最小にするような2の値2は，最小二乗法の正規方程式

　　　　　　　　　　丁ノX’Σ一1×7セ＝T〆XlΣ『一10

を解くことによって与えられる．

　　　　　　　　　　　7／X〆。Σ』1XTニ1Vノハτ

に注目すれぱ，

　　　　　2＝（2V’2V）一2V〆2－1／2c＋｛1r（2V2V）一2V’珊ゆ．

ただしのは々次元の任意の列ベクトル．
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　これを（4・45）右辺のzに代入した値をβとし，〃＝Xβ十配と（4。46）

第2式を使ってXβを変形すれば，（4．42）右辺から（4。44）右辺が導か

れる．

　（ii）　つぎに

　　　　　　　　　　　S駅一SSπ＝（β［β）’L’（L置一L’）一L（β一β）　（447）

を証明する．そのためにつぎの点に注目する．

　（4．44）は£1／2ひのπ（N）↓＝沈（Σ一1！2XT）よ上への正射影の長さの

　　　　二乗がSSRであることを示している．

　他方，命題4・9の証明でみたように

　　　　　　SSR＝IKち一Σ一1／2X万f－X！2－1／2）Σ榊1／2Uil2

であるから，Σ「一1！2Uの沈（Σ』112X）⊥上への正射影の長さの二乗がSSR

である．

　さらにΣ一1！2Uのπ（、Σ一1／2X）上への正射影は．Σ』112X（β一β）であ

り，かっπ（』r－1！2XT）⊂π（Σ帽1／2X）であるから，Σ一1／2X（β一β）の

沈（、Σ一1／2XT）⊥＝沈（N）⊥上への正射影の長さの二乗が（4．47）右辺の形

であらわされることを証明すればよいことになる．

　（4．46）第1式から為＝丁十L『Lが出るから，

　　　　　Σ一1！2X（β一β）ニ』r－1／2X（T＋L－L）（β一β）

　　　　　　　　　　＝ハτ（β一β）＋27－1！2XL－L（β一β）

となり，これの瀦（N）↓上への正射影は

　　　　　　｛1π一ノV（MV）騨1V｝Σ一1！2XL－L（β一β）

である．

　したがって証明すべきことがらは

　（L一）’X’Σ一互12｛1π一2V（N’2V）一N’｝Σ一ニノ2XL一二（LM贈L’）曹　（4．48）

であるが，（4．48）左辺をSとするとき，（4．43）から出る2r－1／2XL榊L＝

Σ一】！2X一ルを使って
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　　　　　　　　　　　　第3図

　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　1　誘
　　　　　　　　　訓

　　　　　　　　　ク　　　び
　　　　　　　　翻　　　　　　　　　　　一・1　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　イおご
　　　　　　　　4鍾1　　　ノφ駆、
　　　　　　　、㌧　　　、　　　1
　　　　　　　／～　　　　　　　1
　　　　　　　今
　　　　　　　　　　　1　　、　　　　　　　　　　　ド　　　　ヤヤ　　　　　　　　　タァ　　　　　　　　　　　ヤ
　　　　　　　　　Σ瓠貧1－β’／7ゴ＼、、

　　　　　　、ξ一一一一一』∠竺塑二鉦》之、、

　　　　　　　、、　　θ1　　’　　　　　　　　　　　　　！
　　　　　　　　、、　　　1／！　　　　　　　　　■

　　　　　　　　　＼⇔≦　　　！／
　　　　　　　　　　∠4　、、　　　　　！
　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　！
　　　　　　　　　　　　　ヤヤ　　　　　ノ
　　　　　　　　　　　　　　ヤ　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　’3魚》
　　　　　　　　　　　　　　　　　＼鉱
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’鞠

　　　　　　　　L皿一L／SLM－L’＝L盟一L’

が成立することを直接計算によって確かめることができるから，（4．47）

が示された．

　　　　ハ　　　　　　　ハ
　最後にθ＝LβであったからLβニθoという条件が成立すれば，（4．39）

（4．47）から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q＝ss1～一SSR

が導かれる，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　命題4・12，4・13を幾何学的に示したものが第3図である．さきと同じ

く61，…，＆によって張られる部分空間が沈（Σ『112X）であり，原点を通

る点線はπ（Σ一1／2X）に含まれる部分空間瀦（£1！2XT）二沈（N）を示

す。瀦（N）はLβ＝OをみたすβによってΣ一1／2Xβとあらわされるよ
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うな部分空問である．

　この図でLβ＝θo＝LβoをみたすβによってΣ一1！2Xβとあらわされ

るペクトルの端点は，π（Σ一v2X）上の2点β，Dを通る直線上にある．

したがってLβ＝θoという条件のもとでは，第3図の線分Aβの長さの

　　　　　　　　　　　二乗を示す（4．47）のSSR－SSπと，線分CPの長さの二乗を示す

　　　　　　　　Qニ（β一β・）’L’（L躍圃L’）一L（β一β。）

とが等しくなる．

　つぎの二つは前提条件IVのもとでの命題4・12の検定の例である．

　例4・3（1元配置分散分散）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　な
第’組第ノ番目（祉1，2，…，セ1ゴ＝1，2，…，η‘）（ただし彦≧2，ΣπFπ＞々）の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じニ　
観測値Ψ‘ゴに対応する確率変数をy切とする。π個のyσがすぺて独立で，

y≧ブ（ノ＝1，2，…，π乞）が1次元正規分布1V、（腕，σ2）（σ2＞0は未知母数）にしたが

うとき，

であるから，

Σ＝布であって，
n　xπ

護・

一（Σ二）

　　　　　74



　　　　　　　　　　　　　一般逆行列の初等理論

　　　　　　　　　　　　　　⊥

　　　　　　　　　　　　　　π・　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　皿齢1＝　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　”2　、．

　　　　　　　　　　　　　　0　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　π彦

　　　　　　　　　　　　　1π‘
　　　　　　　　　　　雪F一Σ駒，（∫＝1，2，…，々）
　　　　　　　　　　　　　π乞ゴ窩1

　　　　　　　　　　　　　1　滝
　　　　　　　　　　　σ＝一Σ犯疵
　　　　　　　　　　　　　π乞＝1

　とおけぱ，

　　　　　　　　　　　　　　　鴫）

　さらにすぺての成分が1から成る々次の正方行列を君と書き

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　L＝為一一E1陸　とすれば　rankL＝た一1
　　　　　　　　㌃X冶　　　　　π

　　　　　　　　礁il）…癖

　　　　　　　　畷）

　　　　　　　　石r。＝Lβ＝0⇔μ、＝μ2＝…＝μ准

を検定するには，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　L選一1L〆＝ル『一1一一E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　（L1匠『1L’）＋＝皿

　　　　　　　　　　　　　　な
　　　　　　　　　　　　Q＝Σ娠雪葛一雪）2
　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
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　　　　　　　　　　　　　　　あ　ル
　　　　　　　　　　　SSRニΣΣ（陶一雪）2
　　　　　　　　　　　　　　乞＝1ノ＝】

　　　　　　　　　　　　　　Q　”一彦
　　　　　　　　　　　　F＝＿＿
　　　　　　　　　　　　　SSR々r1

をF。（た一1，π一ゑ）と対比すればよい．

　推定可能関数として

　～＝（1，一1，0……0），rank’＝1から」β＝μ、一μ2を作れぱ

　　　　　　」β＝271一重72

　　　　　　　　　1　1　　　　　　」皿一」ノ＝一十一

　　　　　　　　　鬼1　η2

　　　　　　　＾　　　　　　　　　　　｛　　　　　｛（σ1－272）一（μ1一μ2）｝2
　　　　　　（β一β）’ε’（JM一ε’）『」（β一β）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿十一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π1　π2

となるから

　　　　　　　　　　｛（酬一筋）一（脚｝鴫＋の

　　　　　　　　　　　　　　SSR／（π一た）

が自由度（1，π一差）のエフ分布にしたがうことになる．

　例4・4　（幾組かの回帰直線の方向係数の相等性の検定）

　勘≧2組の資料について回帰直線を計算する・第ゴ（’富1，2，…，々）組の資料を

（鞠，駒ノ）（ノ＝1，2，…，π¢）（ただし物≧3）とし，定数項以外の説明変数ペクトル

を騰）と一一る…数砺臨・次元の…布

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　な
颯（α汁7両ゴ，σ2）（σ2＞Olま未知母数）にしたがい，犯＝Σπ乞個の｝勾はすぺて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘昌1
独立とする。さらに∫＝1，2，…，たに対して

　　　　　　　　　　　　1η‘　　　　　　　1π‘
　　　　　　　　　δF一Σ鉛¢ゴ・　鰍＝一Σ伽
　　　　　　　　　　　刀‘ノ＝1　　　　　　　η‘ゴ＝1

　　　　　　　　　　　1　㌃　　　　　　　1　左
　　　　　　　　　　あ＝一Σ耀f，　9＝一Σπ読
　　　　　　　　　　　％‘il　　　　　　　　　，¢‘＝1
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と書くとき，

　　　　　　　　　　　　　　おロ
　　　　　　　　　　　　び名二Σ（靭一の2＞o
　　　　　　　　　　　　　　フ冨1

とする．

　　　　　　み
また，　循Σび‘

　　　　　　‘i1

　　　　　　　　　　　　　　ハざ
　　　　凌F雪‘一ア轟，　ア¢＝Σ（勘一房‘）（吻一の1拶‘

　　　　　　　　　　　　　　フ＝1

　　　　　　1　為　　　　　　　1　七
　　　　γ認一Σ瞭，　ア＝一Σ曜5
　　　　　　び匙＝1　　　　　　　　　び乞i1

とおき，すぺての成分が1から成る々次の正方行列を易01，02，…，晦を対角元

にもつ対角行列をyとする・

　このとき

　　　　　嘉・帆i＼）

　　　　　rank　Xニ2々

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　’i1
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阻llir》△

磁1』ご

ト
／
〕

．ゑ、一（嘱暢Ey）とお鵬

rank　L＝＝々＿1

Lβ一
1欝）・Lβ一（11三1）

私o；Lβ＝0⇔ア1＝γ2＝…題7冶

　　　　　　　　　　　1
　　　L皿一1L’＝y－1＿＿E
　　　　　　　　　　　o

　　　（L涯一1L’）＋＝γ

　　　　　　あ
　　　Q＝Σ娠み一ア）2
　　　　　‘＝1

　　　　　　　な　　のま

　　　SsR＝ΣΣ（吻一偽一勉の2
　　　　　　猛＝1ゴ＝1
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　　　　　　　　　　　　　Q　％一一2飽
　　　　　　　　　　　F＝＿。
　　　　　　　　　　　　SSR　た＿1

を作り，Fα（た一1，π一2た）と対比すればよい．
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