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　われわれは先の論文1，Hにおいて統計的システム論の一般的な骨

組みおよぴその応用としての所得分布曲線論を展開した．また論文H

では，相互作用を及ぼし合う2つのシステムを取り上げ，これを2層

系とよび2つの経済社会システムの統計的システム論について述ぺた．

本論文ではこの2層系の理論を一般化することにより，いわゆる抽象

的熱力学ともいうぺき，統計的システムのマク・的性質を導出するこ

とを試みる，

　定式化に入るまえに，前論文に加えて新しく用いる用語およびこれ

までの理論の概略を説明する．システムはミク・状態変数ベクトル¢

（確率変数）ないし，それを含むミク・状態関数五（の，え），五（詔，λ），…

一，ん（の，え）によってミク・状態が記述され，それらの期待値として

マク・状態変数郷……，p皿を持つ，これらのg、，……，ρ皿の表わ

すもの，例えぼ物質システムであればエネルギー，経済社会システム

であれば所得ないし厚生などであり，これまではそれらに名前をつけ

なかったが，今後これらをシステムのマク・状態量（ないしは単に状

態量）S、，S2，・一・ラS皿とよび，1システム当りの平均の状態量を表わ

す甲を状態量密度とよぶこともある．

　添字1，……p鵬の集合を厘とし，これを2つの部分集合だ’，1匠”

に分け，それらに対応する卯，βを伽’，卿”，βど，βヱ〃とすると，論

文1のp．40で述ぺたように卿’，βガを独立変数（所与の量）とし

て選んだとき，特性状態関数E（ρガ，β亙”，え）を

R（9ヱ’，βヱ・’，λ）＝10gZ（β，λ）＋Σ魚伽

　　　　　　　　　　　匙∈凝’
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とすれば，システム全体のマク・状態変数ψガ，gκ〃，βガ，βヱ”が決

定される，このとき制約となる9πに対応するSrを制約状態量，

βガは所与であるが伽・を変えることによって従属的に変動する

伽〃に対応するSガを自由状態量とよぶことにする．

　次にエント・ピーであるが，最近は物理学のみならず，情報理論，

経済理論（エネルギー経済に関連してであるから元来は物理学である

が）に散見するようになった．しかし依然としてその理解は必ずしも

統一されているとは思われない．われわれのシステム論の考え方から

すれぱシステムは状態量の制約を受けつつ最も確からしい状態，最尤

状態をとるものであり，これはエント・ピー最大に対応することが証

明されている．従ってあえてエント・ピーという用語の使用を一時止

めて，r確率自由度」という言葉を用いてこの論文を記述してみよう

と思う．さらに侮の共役変数防は，その物理的な意味から考える

と，最尤状態においての状態量亀の単位当りのエント・ピー（確率

自由度）であるから，ここでは防を亀の確率自由度係数（ないし

は単に自由度係数）とよぶことにする．

　最後に孤立システムを次のように定義する．すなわち，すぺての状

態量を制約状態量とするシステムを孤立システムとよぶ．すなわち孤

立システムは外部システムと状態量の交換は行わず，それ自身で閉じ

たシステムで所与の制約状態変数ρ1，卿，……，伽のもとで確率自由

度（エント・ピー）最大となるように行動し，その制約内で最終的に

均衡状態に達する．

1　一般の2層系

　（i）定式化

　2つの孤立システムG1，◎2を考え，これらを接触させて一部の状

態量を交流させて均衡状態にし，新しく1つの2層系（孤立システ

ム）をつくる。まず◎1のシステム集団◎1を考え，要素システムの

数をN1，ミク・状態づにある数をπ1盛，ミクロ状態関数五（♂，え）

（ニム2），全状態量を表わす状態変数をψ1κとすると，状態数略は
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　　　　　　　　　　　　　　ハ71！
　　　　　　　　　　　研1ニ　　　　　　　　（2．1）　　　　　　　　　　　　　nπ1ε！
　　　　　　　　　　　　　　乞
となり，条件式は

　　　　　　　　　　　Σπ1‘二珊　　　　　　（2．2）
　　　　　　　　　　　‘
　　　　　　　　　　　Σπ、‘九』φ、為　　　　　（2，3）

となる．そこで，（2。1），（2．2），（2。3）を平均的システム◎11つの最

尤問題に直すと，論文1により

　　　　　　　　　maxθ、ニーΣπ、‘109π、‘　　　（2．4）

　　　　　　　　　Σπ、‘＝1　　　・　　　　（2．5）

　　　　　　　　　Σπ、轟‘＝伽　　　　　　　（2．6）

となる．そしてこの解の分配関数Z1，確率自由度S1はそれぞれ

　　　　　　　　　易一写卿1一耳岡　　（盆7）

　　　　　　　　　31＝9、β、丁＋1・gZ1　　　　（2．8）

となる．同様にして◎2に対しても計算すれぱ，（2．1）～（2．8）の添

字1を2とした式が得られる．ただし1，2ともミク・状態関数〃は

同じであるとする．

　つぎに◎1，㊤2を合併して2層系をつくることを考える．ここで状

態量S勘，鳶二1，一…・，隅の添字集合κを五〆，躍”に分けS置・につ

いては制約はそのままとし，ごガについては両方の制約状態量を合

わせて新しく制約とすると考える．

　　　　　　1二馴㌦ギ臨、譜の

として，新しくつくられた2層系を記述する最尤問題は

　　　　　　　max曜＝砂1・甲2　　　　　　　（2，10）
　　　　　　　Σπ、‘ノ冷’』φ、㌃・，Ση2ε／♂ニφ2冶’　（2，11）

　　　　　　　Σ％エ、九〃乞＋Σπ2轟〃』φ勘’・　　　（2．12）

となる。同様にして平均システム◎1つ当りに直すと，

　　maxθ＝一P1Σπ、¢109π、‘一P2Σπ2乞lo9π2歪　（2．13）
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　Σπ・乞＝1（P・β・・），　Σπ2乞二1（P2β。2）

　Σπ・轟’¢＝9・あ＜β1㌃’），　Σπ2漉乞二伽’（β2ガ）

　P・Σπ・轟”¢＋P2Σπ2ぬ”‘ニ9髭’〈β冶〃）

（2．14）

（2．15）

（2．16）

となる．ここで括弧のなかはラグランジュ乗数（確率自由度係数）を

表わす．この最尤問題の解は

易一耳e・p｛一写解一顎解｝（Z・7）

易一耳exp｛一苓解一塚曜｝（盆・8）

　∂10gZ・　　　∂1・gZ2
一　　＝卯1㌃’，　一　　二92冷’　（2．19）
　∂β・七・　　　　∂β2ガ

　∂10gZ1　　　∂10gZ2
－P・　　P2　　＝ρあ〃　　　（2，20）　　∂β㌃〃　　　　　∂β融〃

　　　
P・蛋二 expl一Σβユ〆”一Σβガゲレ’‘｝（2・21）

　　1P2ご＝ exp｛一Σβ2ガが一Σβガ’ノ〆｝（2・22）

8＝一P正ΣP且乞109PlrP2ΣP2乞109P2¢

＝P曙β・ガ伽＋P曙β2ゆガ螺βが脚

　十pl　IOg　Zi十p210g　Z2　　　　　　　　　　　（2．23）

となる．

　（ii）　自由度係数と状態量の流れ

　次に2つのシステム間ではじめ制約をつけられていた状態量が制約

が除かれたときどのように流れるかを見てみよう．いま簡単のために

1つの状態量8置が制約をつけられていたとすると，（2．19）式より

各システムはそれぞれ別々の自由度係数β、‘，β2二をもち，状態量密度

ρ1ε，g2こを保っている，いまβU＜β2己とすると両方のシステムの構造

を表わすミク・状態関数ノずは同じであるから，易，z2の違いはg

とβの違いだけである。従って∂g1‘／∂β1‘（＜o）と∂卯2‘／∂β2こ（＜o）
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は関数形は同じであるから，βH＜β2こならば卯2Kg1；となっている。

　つぎにこのS置の制限を取ると（2．20）より両者の密度仰が等し

くなるまでS‘の移動が起り，従って今の場合◎1よりG2へ状態量

S二が移動することになる．そして最後は両方の自由度係数β二およ

び状態量密度興が一致してS呂についての均衡状態に達する．すな

わち状態量S君はβ轟の小さい方から大きい方へ移動するのである。

II　特性状態関数の性質

　（i）環境システム

　1において述ぺた2層系◎1，◎2の最尤状態（2。17）～（2。23）を，

◎1の方から考えてみると，衝の制約状態量S置をφどで制約し，

自由状態量S選”の自由度係教βガを◎2のそれと一致させた上で

最尤状態としたときの分配関数がZIであるということになっている

ことがわかる．ここでとくにG2は十分大きく，自由状態量Sκ”が

出入してもβκ〃は変化を受けないようなものであるとする．このよ

うな◎2をとくに環境システム⑤とよび，今後衝はあらためて

◎と書くことにする．また上のような◎且，◎2あるいは◎と⑤は

「自由状態量Sガについて均衡している」という．

　さてこのような◎に対する特性状態関数は前述のように

　　　　　　R（卿’・βヱ〃，λ）一1・gZ（β，え）＋写β柳（2・24）

　　　　　　　　　　　　＝3（ψ，λ）一Σβガ’ψ七〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　㌃”

となる．ただしλはミクロ状態関数五（♂，え）に入っており，この

関数形を特定化しないと性質は明確にならないので本論文では除くこ

ととする．

　特性状態関数でとくに重要なのは形’＝Mとしたときの3（ρ）と

五〆＝φとしたときの10gZ（β）である・

（ii）10gz（β）のβに関する凸性

［定理1］10gZ（β）はβに関して凸関数である。
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、証明　定義により

　　　　Z一写exp（一写βノ〃〉

　　　　∂10g　Z　　　1
　　　　　∂β鳶＝一万Σ五㌔xp（一Σβプが）＝一卿（2・25）

　　　　鵠詣ター写P躍一（写躍）（写P・五・）

　　　　　　　＝ΣP葱（んLψ彦）（ガー9‘）。　　　　（2．26）
　　　　　　　　　乞

すなわち（2．26）は確率変数である乃（♂，λ）（ブ＝1，……，㎜）の分散

共分散行列の成分である。従ってこの行列は非負値確定である．念の

ために以下これを証明しておく．（2、26）の行列を7とする．

　いま任意の鵠次元ベクトルε＝（21，22，……，2励）（ただしz≠0）を

もってきて，7に関する2次形式β偽7をつくる．

　　　　　　　漁7二濡徽写P‘（〃一9㌃）（五L9多）

　　　　　　　　　＝写P個2祐（”一9㌃）～こ（ゐL卯呂）

　　　　　　　　　一訓写（脚’）2’｝2≧α

従って7は非負値確定であり，10gZはβの凸関数である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　以下の議論では殆んど一般性を失うことなしに，7は正値確定で

あるとしていくことにする．

　　　　∂9㌃
　［系1］一＜0である．
　　　　∂β鳶

　証明

　　　　　∂21・gZ　∂ρ彦
　　　　　　∂β、2＝一颪＝正値確定行列vの対角要素

　　　　　　　　＞0

（終）

［定理2］

証明

3（ρ）はψについて凹関数である．
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　　　　　　　　　　　sニ1・gZ＋β97

　　　　　　　　∂s　∂10gZ
　　　　　　　　一二　　＋軌＝一侮＋伽＝0．　（2，27）
　　　　　　　　∂β彫　∂βκ

さらに（2・27）を仰で微分すると，

　　　　　　　　Σ∂10gZ亜＋δ彫‘＝α　　　　　（2．28）
　　　　　　　　∫　∂β㌃∂β，∂9こ

他方

　　　　　　　　　∂s　　∂2s＿∂βし∂β櫓
　　　　　　　　而＝β畠∂9ε∂9，一砺一砺　（λ29）

であるから，この行列をβとおくと（2．28）は

　　　　　　　　　　　Σ隔βゴ‘＝一δ㌃ひ

　　　　　　　　　　　フ
すなわち

　　　　　　　　　　7・召二一1，　召＝一7－1　　（2．30）

となる．7が正値確定であるから7－1が存在しそれも正値確定であ

る。従って召は負値確定となる．故にs（g）はρの凹関数となる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　［定理3］最尤状態における10gZ，sをあらためて卯，βの関数と

考えるものとする．最尤状態における値をρo，βoとして，

　（i）βをβoに固定したとき10gzはψ＝90において最大値を

とる．

　（ii）　～ρをgOに固定したとき3はβ＝β0において最小値をとる．

　証明　最尤間題の解伽，β0，ZO，5。は次の式を満たすものである．

Z属Σexp（一β（∫乞）7）

∂10gZ
　∂β　＝一9

3＝β〆＋1・gZ

∂3

万略

（2．31）

（2，32）

（2．33）

（2．34）

ここで，（2．31），（2，33）はスカラー方程式であり，（2．32），（2、34）は

それぞれ㎜次のベクトル方程式である．（2。32），（2．34）より侮，仰

（乃∈M）は互いに独立として



　8　　一橋大学研究年報　自然科学研究　20

　　　　　　　　　　　∂（1・gZ＋βの
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0　　　（2．35）
　　　　　　　　　　　　　∂β

　　　　　　　　　　∂（5一βの
　　　　　　　　　　　　　　　ニ0．　　　　　（2．36）
　　　　　　　　　　　　∂ψ

ここで（2．33）および定理1の結果を用いると，8＝10gZ十βgTは凸

であるから，βo，ψoで最小値を与え，定理2から10gZ＝3一βgTは

凹であるから，βo，グで最大値を与えることがわかる．しかも（2．

31）～（2。34）はβoないしは90のいずれかを与えればすぺて定まる

から，（i），（ii）は互いに表裏の関係にあり，最尤解を与えるにはいず

れか一方だけで十分である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　［定理4］定理3において脇個の添字の集合Mを盟’，掘”に分

け伽’，βヱ〃を物ガ2β曜一にそれぞれ固定したときの最尤解をg曜”，

β曜とすると，その点で，特性状態関数E（ρヱ’，伽”）はβ置につ

いて最小となり，伽”に対し最大となる．

　証明g齢βガを与えてgヱ”，β亙’を解く方程式は（2．32）およ

ぴ（2．34）から

　　　　　　　　　　　∂10gZ
　　　　　　　　　　　　　　＝一伽’　　　　（2，37）　　　　　　　　　　　　∂βヱ’

　　　　　　　　　　　　∂3
　　　　　　　　　　　婦＝β亙”　　　（2・38）

となる．そこで（2．37）より

　　　　　　　　　　∂（1・gZ＋β置’ψ〆）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ0　　　（2．39）
　　　　　　　　　　　　　∂βヱ’

　　　　　　　　　　∂（s一β肛〃ψκ〃『）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0．　　　（2．40）
　　　　　　　　　　　　∂9κ”

しかるに（2．33）　より

　　　　　1・gZ＋β疋’伽’7ニs一β岬避〃7＝丑（伽・，βκ”）

となるから，10gZがβκについて凸，3が伽〃について凹とい

う性質から，結局卯jr，β疋〃を独立変数に選んだときの特性状態関

数E（gκ’，衡”）はρ曜’，β0ガ，砂曜〃，β曜〃において鞍点を持つこと
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になる．

（終）

皿ルシャトリエの法則

　マクロ状態変数卯，共役変数βのなかから任意の2組（卿，β㌃），

（卿，β∫）をとり出す。これらに対しては

　　　　　　　　　　　∂3　　　　　∂3
　　　　　　　　　　砺＝β勧砺＝β呂　　（31）

という関係がある．そこで次のような2つの変化率を考える。

　　　　　　　　（・）（鍛い・i）（譲）恥

ここで像＝侮（ψ、，……，卿，……，伽）であり，（i）は伽以外のすぺ

てのψを固定したときのβ冷の伽に対する変化率を意味し，これ

は通常の微分学の定義そのものである。（仰を付記してあるのは（ii）

との対応をとるためである．）これに対し（ii）は仰，……，伽，……，

仰，……，伽のうち侮，軌以外のすべてを固定し，さらに仰の代り

にβεを固定したときの卿に対する伍の変化率である．すなわち

　　　　（輪一（誰）角∠　（鍛）∠侮＋（鍛）姻ふ2）

他方イ侮，4軌はβ二＝一定という拘束を受けるから，

　　　　　　　　∠昂一（鍛）婦（誰）4　・（ふ3）

であり，

　　　　　　　　　　　　　　　（篭）

　　　　　　　　　　　∠9F　　一∠伽　　　（3・4）
　　　　　　　　　　　　　　　（誰）

これを（3．2）に代入すると

　　　　　　　　（雛レ（繋㌧
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となる．しかるに定理2の（2．29）のβ行列の性質により

　　　　　　　　　∂β㌃＿∂β乙　∂βε
　　　　　　　　　一一一，　一＜0　　　　　　　　　∂9ε∂9勘　∂9ε

であるので（3．5）の第2項は符号も含めて正となる．従って

　　　　　　　　　　（譲）．＞（窺　　（＆・）

となる．また（3。5）を書き直すと，

　　　　　　（瓢（鍛）（欝）（膿㌧

となり，同じくB行列の負値確定性により，分母は負，分子は正と

なるので，（3．6）と併せて，

（諏＜（譲）．＜・
（3．8）

が得られる、図1においてこの意味を説明しよう．システム◎と環

境システム⑤とがあり，はじめGは全部の状態量が制約され孤立

システムとなっているとする．そこで任意の2つの状態量S㌃，S君を

とり，これを自由状態量として，卿を固定するかわりにβ‘を固定し

たとき，魚の侮に対する変化率はどのように変るか．これがルシ

ャトリエの法則の最も普通の表現である．結果は図1のように状態変

数軌そのものに制約を加える方が，自由度係数β‘に制約を加える

βκ

図1

（謝．

（謝．

ψκ

よりもシステムには強い影響があり，

カーブは急勾配になる．

　なおより一般的には

（舞）＜（誰）恥＜（諺）禽向＜一

＜（誇）飾飾＜・（ふ9）

という関係があり，すでにサミエル
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ソンによって同様な最適化間題に対して証明が与えられている［4］．

　さて図1のような変化を行ったとき，Gの状態はどのように変る

かを次に調ぺてみる・まず自由度係数β呂は環境システムのそれと等

しく保ちながら，卿を増加させてると（3。8）により共役な自由度

係数防は減少することになるが，g；の変化を見るために

　　　　　　　　礁誰婦譲∠9F・

とすると，

　　　　　　　　（譲）角一一（譲）／（諺）　（ふ・・）

となる．また卿一定の変化でβ君は∂β呂／∂侮となるから，結局，

∂β多／∂侮＞oならぱβ彦一定で卿は晦とともに増加し，卿一定で

はβ多も増加する．（∂β5／∂伽＜oならばその逆となる．）すなわちβ；

一定では伽の増加とともに◎は⑮から状態量Sεを吸収しS‘の

量は増加する．次に仰一定のもとで侮を増加すると85の出入は

ないが自由度係数β‘は増大する．

IV　カルノーのサイクル

　いまシステム◎と2つの環境システム⑤，併があり，状態量S8

の自由度係数は⑤については凸，⑥’についてはβ玉’であり，角く

創とする，はじめに◎は（g1㌃，β、陀，仰，β5）によって指定される状

態1にあるものとする．（他の状態変数は不変とする．）まずGを③

に接触させ両者をS乙について均衡させる．そこでβ轟を一定に保ち

ながら伽を増加させると像は減少し状態Hに達する．このとき

召‘κ〉0を仮定すると（3。10）よりg‘は増加するので適当なg‘’とな

ったところで止める。このとき状態Hは（伽，β蹄，g‘ノ，β5）で表わされ

る．次に例を一定にして◎の自由度係数が丁度禽になるまで

軌を増加させ状態皿（g3κ，β3㌃，g呂’，βのとする．そこで◎を⑤’に

接触させると今度はGと⑥’はS呂について均衡する．次にS‘を

用いてβ‘’を一定にして伽を減少させgI’が仰になるようにす
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βκ

　図2
1（9犀・β；）

　　ア（¢」，β；）

　　w

豆（¢らβ、）

皿

　　ノ（¢1，β；）

ψκ

る、この状態Wは（興㌃，β嬬，仰，βε’）

である．最後にS忍を閉じ佛を一

定にしてβ呂’がβ‘に減るまで侮

を減少させる．

　以上の1，H，皿，IV，1の循環プ・

セスを通って◎は全くもとの状態

となったわけであるから，このとき

◎の確率自由度（エント・ビー）

の増加分はゼ・となるはずである

（前論文1，p・42，定理3）．従って，

エント・ピーの増加分は

幽一 1騒＋ぜ婦ガ鰯＋∬魚婦嬬悔
＋添隔一・

ムー 晦＋隙一仰）＋創（仰一何）一・

φ　β髭⑳冷＝（β巫’一β‘）（似一9ε）＞0　　　　　　（4、1）
すなわち，（4・1）の右辺は低自由度係数β彦の環境システム⑤から

状態量ψガー仰による確率自由度（エント・ピー）β置（仰’一仰）と，

高自由度係数β己’の⑤’へ◎からβ己’で送り出した状態量g二’一軌

の確率自由度の差であり，この差の分だけ状態量侮およぴそれに伴

ってβ濫が動いて全システム◎，⑮，⑮’の確率自由度を増加したとい

うことを意味する．

　このようなサイクルをわれわれの統計的システム論におけるカルノ

ーサイクルとよぶことにする．このカルノーサイクルを実際に動力機

関として動かすには，⑲と◎とを接触させるとき⑤のβ君を◎

のβ呂より極くわずか小さくしておき，⑥と◎を接触させるときは

⑤’のβこ’を◎の伍よりわずかに大きくしておく．こうすると先

に述ぺたように状態量Sεは1→Hのプ・セスで⑤から自然に緩か
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に◎へ流入して行き，IH→IVのプ・セスではGから償へ流出し

て行く．そこでもう1つのカルノーサイクルを組み合わせて状態量

S冷のサイクルをゆっくりと右回りに回転させることができる．

　以上のようなカルノーサイクルが，あらゆるサイクルのなかで，2

つの自由度係数の異なる環境システム⑤，㊧の間の状態量の確率自

由度の落差を効率よく利用するものであることは上記の説明でも明ら

かであるが，サイクルの可逆性等については省略する．

　最後にもう一度述ぺると，カルノー機関を動かす原動力となったの

は，2つのシステム⑤，⑤’の間に不均等があり，この不均等を解消し

ようとするカ，すなわち確率自由度（エント・ピー）最大化という自

然のカである．

付 録

個人的厚生関数が凸関数の場合の所得分布曲線

　論文1では統計的システム論の応用として個人の集団の所得分布曲

線を考察し，個人的厚生関数（効用関数）を対数関数（凹関数）と仮定

してガンマ分布曲線が導出されることを示し，これがSalem＝Mount

の論文の所得分布曲線に一致することを示した。本論文では，全く数

学的興味からだけであるが，個人的厚生関数（効用関数）がconvex

であるような人々の集団の統計的性質を調ぺることにする．効用関数

の理論から明らかなように，そのconcavityは，限界効用逓減を意

味し財取得に対する保守性，危険に対する安全主義を表わしている．

これに対してconvexな効用関数は，財獲得に対する積極性，危険

に対する投機性を意味すると考えられる．従ってこれらの異なった型

の個人的厚生関数をもつ個人の集団の性質を比較してみるのは興味の

あることである．

　簡単のために所得駒に対する個人的厚生関数娠g乞）を
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　　　　　　　　　　　　　％（写‘）＝Ψf2　　　　　　　　（A。1）

としよう．こうすると最尤問題の条件式は

　　　　　　　　　Σπ磁＝写，　Σπ‘駒2＝％

となる．更に式を簡略化するために平均所得Ψを単位1とすること

により，条件式は

　　　　　　　　写嬬）一・写鴫痔

となり，Ψ乞忽，毎ずをあらためて跳，％とかくことにすると，

　　　　　　　　　Σπ磁二1，　Σπ融2二財
　　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　‘

となる・これを用いて最尤問題を解くと，他の仮定や記号は全く論文

1のWと同じものを用いて論文1の（4．1）に対して

　　　　　　　　zイ幽鰹吻　　（ム2）

　　　　　　　　　一β喋14伍）唾鋤（ん3）

ここで

　　　　　　　　　　聯）一ρ噸

となる．平均所得写（＝1）と10gZの関係として

　　　Ψ一一∂竃z一一舞蒲飴（云／、嘔）即（一転）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．4）

また％と10gZの関係として

一総辮鴇蔦〉鴫））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．5）

が得られる，そこでγ＝β1／2嘔とおき，

　　　　　　　　ω（7）一濫fl（7）卿（一72）一2ヂ（ム6）

とおくと
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　　　　　　　　　　∂10g　Z　1
　　　　　　　　　一　　　　＝一ω（7）二写（ニ1）　　　　（A．7）
　　　　　　　　　　　∂β1　β1

　　　　　　　　　　∂10g　Z　　1
　　　　　　　　　一　　　　二一（1一ω（γ））＝賜　　　　（A．8）
　　　　　　　　　　　∂β2　2β2

となる．さらに（A，7），（A．8）より％は

　　　　　　　　　　　β・2　　2＿％　ω2（7）

　　　　　　　　　　　弼二γ『互・一ω（7）

　　　　　　　　　　　　＿272｛1一ω（7）1
　　　　　　　　　　　％一　　　　　　　　　　　　（A。9）　　　　　　　　　　　　　　ω2（7）

となる，　またエントロピーは

　8＝10gZ十β1写十β2u

　　＿β12　1
　　一雇一万109β2＋10gE「fc（7）＋β・●1＋β2％

　　　2　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　＝7一芽109β2＋10gE「fc（γ）＋β・＋万（1一ω（7））（A・10）

となる・ここでβ1，β2は（A・7），（A・8）およぴ（A．9）から7の

関数として求められる．

　次にThei1の不平等度係数17であるが，分布関数∫（写）に対し

て

　　　　　　　　み一∫（右）1・9（ゐ）細）吻（ん・・）

である，ここでE（劉）ニ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（〃）吻一7exp（一β1Ψ一β2写2）吻・（A・・2）

Zに（A諺）を用いると，

　　　み一翫fl（γ）撫（2－7）1・g（赫7））ぬ（ム・3）

が得られる。ここでβ2＝ω2（7）／72である．

　以上により，バラメータrの関数として平均厚生％（本文の呼び

方では状態量S2の状態量密度仰），エント・ピー5（確率自由度），

β1，β2（％％の自由度係数），Thei1の不平等度1アを計算でき，これ
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　　　u（秘一lo99）

　　恢忽）＝10馳の場合

0

らの状態変数の間の関係を知ることができる．

　以上の計算結果は図3に図示してある．またここには論文1の

の妖Ψ）＝10g写の揚合も比較のために加えてあるが，ただしuや3

の値そのものの両者の比較は尺度が違うのでできない。しかし，傾向

だけは明瞭な違いのあることがわかる．すなわち平均所得写を一定

（ニ1）としたとき，厚生を大きくすると，妖写）がconcaveの揚合

には不平等度は減少するのに対して，convexの場合には，むしろ不

平等度は増加する．またこのことは，確率自由度3を高くする（す

なわち自然な）方向と一致する．他方concaveのときは3の最大

値を過ぎた点（これは現在の経済社会を表わしていることは論文1で

説明した）では，厚生を大きくすることはむしろ自然に反する方向で

あったのである．ここに効用関数の互いに逆な社会の特徴がでていて

興味のあるところである，
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