
ディオファントス述語の枚挙

永　島 孝

　自然数上のディオファントス述語についての決定問題は，否定的で

あろうと予想されてはいるが，未解決である．これを否定的に解くに

は，帰納可算述語（堺一述語）についての決定問題がディオファント

ス述語についてのそれに帰せられることを示せば十分である．即ち，

任意の帰納可算述語があるディオファントス述語で相対的に帰納的で

あること，あるいは，任意の帰納可算述語がディオファントス的であ

ることを証明すればよいのであり，従来の研究はこの方針に沿ってす

すめられてきたように思われる．これに対して，この決定問題の解決

のためにはより精密な方法によらねばならないのであって従来の方針

では成功しないであろうと云う批判にもとづいてHiroseは次の三予

想を提出した［H］．

　第1予想．ディオファントス的でない帰納可算述語が存在する．

　第2予想．ディオファントス述語のdegreeはO’より小さい．

　第3予想．任意のディオファントス述語Pに対して，Pで帰納的で

ないディオファントス述語9が存在する．

　この第3予想はディオファントス述語の決定問題が否定的であるこ

とと第2予想とを含み，第2予想は第1予想を含む・第3予想はディ

オファントス述語のdegτeeの無限上昇列の存在と同値であり，また

ディオファントス述語のdegree全体の成す上半束が最大元をもたな

いこととも同値である．さて，これらの予想は正しいものと思われる

が，第1予想でさえ証明することは容易でない．Kurata，Hiraiは

Hiroseの予想を強く支持しながらも，その証明のむづかしさをいく

つかの事実にもとづいて指摘している［K－Hコ．ここではEiroseの

予想が成り立つためのいくつかの条件をみちびくこ．とを目標として，

ディオファントス述語についての枚挙定理などを証明する、
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　帰納的であることの定義と同値な多くの条件が知られているのに反

し，ディオファントス的であることについて知られているのは‘多項

式述語にいくつかの存在記号を前置した形に表わされる’と云う定義

だけであるように思われる．さらに，帰納述語にいくつかの存在記号

を前置した形の任意の述語はある帰納述語に1つの存在記号を前置し

た形の述語に同値であるのに対して，ディオファントス述語の場合は

このように存在記号を1つにまとめて1つの存在記号を多項式述語に

前置した形に表わすことはできない．この二とが，ディオファントス

述語を帰納述語や帰納可算述語に比ぺて扱い難いものにしていると考

えられるので，初めに述語のある族を定義し，それに属する述語と1

個の存在記号によってディオファントス述語を表わすことを考える．

　函数ψ1，ψ2，＿，定数g1，g2，＿および変数∬1，＿，晦のみから成る1

つの式によってρ（苅，＿，のπ）が表わされるとき，函数卯はψ1，ψ2，＿，

g1，g2，＿でexplicitであると云う．つぎに函数S，03，礎をそれぞれ

　　　S（の）＝劣’，

　　　0姿（¢1，＿，∬π）＝9（1≦π），

　　　U釜（¢1，．．．，¢π）二跳　（1≦ゼ≦π）

と定義する．S，勅訳z＋劉），為択鋤），0でexplicitな函数を（自然数係

数の）多項式とよび，ρとψが多項式のとき

　　　P（αレ・，…，απ）≡～o（砺夕＿，αη）＝ψ（α1，＿，απ）

なる述語Pを多項式述語とよぶ．Pが多項式述語のとき

　　　9（α、7＿，απ）≡ヨ砂1＿ヨ娠P（α一，．．．，㊧ン¢、，＿，娠）

なる述語9をディオファントス述語とよぶ．πが2変数の1－1函数で，

任意のα，ゐについてρ（π（α，δ））＝α，σ（π（α，6））＝ゐが成り立つとき，

（π，ρ，σ）をpairing　functionsとよぶ［G］。帰納函数論でしばしば

用いられるπ（α，ゐ）＝2α30とそ胞に対応するρ，σはいづれも帰納的で

あり，例えば前述のように帰納述語に前置されたいくつかの存在記号

を1つにまとめるときにこれが用いられるのであるが，多項式の範囲

でpairingfunctionsを得ることは不可能であり，多項式述語に前置

された存在記号を1つにまとめる二とができないのである．（π，ρ，σ）
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がpairing　functionsならばρ，σはumfangτeich（各写についてそ

の逆像倒妖の）＝劉が無限集合であるとき，函数幹はumfangτeich

であると云う［P］）であるから多項式ではない．多項式をすべて含み，

少なくとも1組のpaiτing　functionsを含むようなディオファントス

函数の族で，函数の合成に関して閉ぢているようなものを考えると，

それに属する函数によって表わされる述語に手つの存在記号を前置し

て任意のディオファントス述語が得られる・ただしディオファントス

函数とはえ¢1．．．¢n択g（苅，＿，¢π）＝劉）がディオファントス述語になる

函数gを云う．そのような函数族をなるべく簡単な函数から合成によ

って得るための試みとしてつぎのように定義する・

s，切（¢旬），切（計Ψ），切（勿，切（［吻］），厭［4田），oでex－

plicitな函数の全体を犀で表わし，さらに犀に属する函数ψによっ

て煽．．．娠（g（z、，＿，¢π）＝0）と表わせる述語の全体をも同じく躍と

記す．

　函数族犀はS，鍔，U罪をすぺて含み，函数の合成に関して閉ぢて

いる．ズの函数は初等的であり，従ってもちろん原始帰納的でもあ

る．また，多項式はすべて誕に属する．つぎのいくつかの函数が犀

に属することは各等式の右辺をみれば明らかであろう・

　　語（ω）＝1山α，

　　sg（α）＝1山（1一』α），

　　皿in（α，b）＝ω山（α一δ），

　　　max（α，わ）＝（α∴ゐ）＋ゐ，

　　　1α一bl＝（α山b）十（b山α），

　　　fm（α，δ）＝α山わ［α／ゐ］．

　さらにG6de1のベータ函数も

　　　β（・，4，乞）町m（・，1＋（什1）4）

により，メに属する．つぎにpairing　functionsをつくる，

　　　J（α，δ）＝［（α＋δ）（α＋b＋1）／2］＋α

とおくと」烏4であり，」は！Vxlvからヱvへの全単射であるから

（」，K，L）がpairing　functions　となるようなK，Lが定まる　［Dコ，
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そのK，五が」4に属することを示す．

　　Qエ（α）＝［（［廊］＋1）／2］一』1，

　　92（α）＝2α一』9、（ω）2

とおくと91，（～2∈」4であり，

　　X（α）＝［（92（α）一』9、（α））／2］，

　　L（α）一［（39・（α）圏2（α））／2］

が成り立つ［D］からX，五∈」4である．

メはsgを含むから，述語Pが耳に属するためには

　　幅…・の一｛ll無乙留とき1

なる函数すなわちPの特徴函数ρがメに属することが必要十分であ

る．誕は蒐，minを含むから，述語族ズは命題論理の命題演算r，

〈について閉ぢている．故に述語族犀は命題論理の任意の命題演算

について閉ぢている．述語＝，≦，＜はそれぞれ’

　　α＝δ…1α一δ1＝0，

　　α≦δ≡α∴δ＝07

　　α＜δ…1占（ゐ∴α）＝0

が成り立つから犀に属する．犀の函数がすべてディオファントス函

数であることを証明するには誕を生成する6つの函数がディオファ

ントス的であることを示せぱ十分である・S，十，×は明らかにディオ

ファントス函数である．他の3つの函数についてそれぞれ

　　ω∴西＝o≡α＝ゐ十〇V（α≦δ〈o＝0），

　　［α／わ］＝o≡bo≦α＜ゐo’V（δ＝0〈o＝0），

　　〔π］＝δ≡δ2≦α＜ポ2

が成り立ち，≦とくはディオファントス述語であリディオファント

ス述語の全体は命題演算く，Vについて閉ぢている［D］ことから，

これらの函数もディオファントス的である，つぎにPをガの述語と

するとPの特徴函数ρはズに属するからディオファントス函数であ

る．従ってλz1＿妬蛮g（苅，＿，妬）＝穿）はディオファントス述語，ゆ

えにλ¢1＿翫（妖z1，＿，娠）＝O）すなわちPもディオファントス述語で
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ある。以上のことがらつぎの定理を得る．

　定理1。」4に属する函数，述語はすぺてディオファントス的である，

　定理2．犀のπ＋2変数の任意の述語Pに対して

　　　∀の1…∀のη（ヨ媚2P（」P1，＿夕妬，写7Z）…ヨ凋（¢1，、．．，翫豊U））

なるg∈」4が存在する．

　証明．9（α1，＿，砺，δ）≡P（α1，＿，翫，X（δ），L（δ））とおけばよい．

　定理3・π変数の述語Pがディオファントス的であるための必要十

分条件は

　　　∀ω1…物π（P（諾・，＿，のπ）≡ヨ凋（¢、2＿，妬，“））

なる9∈」4が存在することである。

　証明，Pをディオファントス述語とすると

　　P（ω1，＿2απ）≡ヨの、．．，ヨ娠R（α1，．．．ン碗フの1，＿，詔皿）

なる多項式述語Eがある，ここで糀≧1としても一般性を失わない．

R∈」4であるから定理2を隅一1回くりかえして適用すれば

　　P（α1，＿，απ）≡ヨ¢9（α1，＿，砺，¢）

なる9∈」4を得る，逆に9∈ガならば定理1から明らかにヨ凋（α1，

．． 砺，の）はディオファントス述語である．

　定理4・P，ρ1，侮烏4のとき，

　　ψ（ω1，…，απ）」9・（α1，…・απ）・P（α1・…淘のときl

　　　　　　　　lg2（α1，＿，απ），　　　然らざるとき1

によって定められる函数ψは4に属する．

　証明．Pの特徴函数を冗とすると

　　ψ（α1，…，απ）＝91（α1，＿，αη）蒐（π（α1，＿，απ））

　　　　　　　　＋卿（αエ，＿2απ）z（α1，．．．，砺）

が成り立つからψ∈」4．

　1変数のディオファントス述語の外延をディオファントス集合とよ

ぶ．

　定理5。空でない集合．0がディオファントス集合であるための必要

十分条件はDを値域とするズの1変数函数が存在することである．

　証明・・Z）を空でないディオファントス集合，gをDの1つの元とす
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る．定理3によりα∈一Z）≡…ヨのP（α，の）なるP∈露がある．

　　　卿）一｛5紹3，脚綱擁；

とおくと定理4からg∈露であり，卯の値域は・Z）に一致する・逆に

卯∈誕ならば述語λ瑠（妖¢）＝穿）も4に属するからψの値域はディ

オファントス集合である．

　系．Hiroseの第1予想が成立するための必要十分条件はズの1変

数函数の値域とならない帰納可算集合が存在することである．

　」4のπ変数函数の全体を」砺と記す．」41の函数の値域とならない

ような帰納可算集合を構成することができれば第1予想の証明が碍ら

れた乙とになる．さらに，第1予想が成立するためには2の巾の全体

（すなわち原始帰納函数2¢の値域）が鵡の函数の値域とならない

ことが必要十分である．二れに対してKurata，Hiraiは‘与えられ

たg∈鵡の値域が自然数の全体万に一致するか？’と云う決定問題

の決定不能性を証明し，一般に，単調増加な原始帰函数ψを固定する

とき‘与えられたψ∈鵡の値域がψの値域に一致するか？’も決定

不能であろうと予想している〔K－H］・従って，任意のg匂41の値域

を2の巾の全体と比較する一定の手続きを考えるような方法では成功

しないであろう，と云う予想をも述ぺている．この予想はHiroseの

予想を証明することのむづかしさを示唆するものではあるが，Hirose

の予想を疑う根拠とはなり得ないことは云うまでもない．帰納可算集

合で鵡の函数の値域とならないものの存在を予想することは極めて

自然なことと思われる．

　つぎにノの函数を枚挙する原始帰納函数をつくる．

講きiiiliilii
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と定義すると定理4によって7∈ガ3，ゆえに7は原始帰納的である．

原始帰納函数τ1，τ，Z1，Z2，ξ，η，侮（π＝1，2，3，，．。）をそれぞれ次のよう

に定義する．

　　　｛　　　τ1（0ンゐ）＝δ，

　　　τ、（αノ，ゐ）＝五（τ、（ω，δ）），

　　　τ（α，δ）＝K（τ1（α，ゐ）），

　　　z1（α，わ）＝τ（α一一K（［αノ／6］），δ），

　　　z2（α，ゐ）＝τ（α一L（［α’／6］），δ），

　　　ξ（α，δ）＝」（7（α’，κ・（α，δ），z2（α，δ）），δ），

　　　｛　　　η（0，わ）＝」（ゐ，0），

　　　η（α’，δ）＝ξ（α，η（¢，わ）），

　　　ρエ（・，ω）＝K（η（・，α）），

　　　侮＋1（0，α1ン＿．，απコ1，απ，απ＋1）＝侮（0ンα1，＿，απ一1，」（απ，απ＋1））

　　　　（π＝1，2，3，＿）．

　定義から明らかにg1（0，α）＝αが成り立つ。4≦oのとき，τ1（o占4，

η（o，α））＝η（♂，α），故にτ（o一」d，η（oアα））＝g1（4，α）である．x（〔o’／6］）

≦o，五（［o’／6］）≦oであるからx1（o，η（o，α））＝g1（K（［o’／6］），α）およぴ

Z2（o，η（o，α））＝g1（L（〔o’／6］），α1）を得る。故に

　　　ρ・（・’，α）＝7（・ノ，9・（K（［・ノ／6］），α），9・（L（［・ノ／6］），α））

を得る．従って，6ニ6」（あ，♂）十¢，0≦乞＜6とすれば

⑳琳・繭糊鋤鋤・
が成り立つ．函数族晶は仰によって枚挙される．すなわち，

　定理6．g∈幽のための必要十分条件は　ヨo∀妖g（¢）＝ρ1（o，の））

が成り立つことである．

　証明．十分なることは明らかであるから必要性のみ証明する．すな

わち任意の卯∈ズ1に対して

　　　∀の（9（の）＝91（o，の））

なるoが存在することを，gの構成についての帰納法によって示す．
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g（α）＝αのときはo＝0とすれば上式は成り立つ。また，

　　ρ・（2，α）＝91（6」（0，0）＋2，α）＝7（2，α，α）＝α一α＝0

であるから，g（α）霜0に対してはo＝2とすればよい・卯がρ1，p2∈

鵡からS，十，一』，X，［／］，［4］のいづれかによって作られていると

きP

　　91（α）＝91（為，α），92（α）＝91（乙，α）

なる彫の存在を帰納法の仮定とする・ある乞く6について9は妖α）

ニ7（乞，ψ1（α），ψ2（α））と表わすことができるから，

　　P（α）＝91（6」（焉，z）＋ゼ，α）

が成り立つ．

　定理7。伽は」森を枚挙する．すなわち，卯∈」4．のための必要十

分条件は

　　　ヨ・∀の且…∀¢π（卯（苅，…，のπ）＝卯π（・，苅2．．、，¢π））

が成り立つことである．

　証明．ゐ（ω）罵α，み＋1（α1，α2，＿，砺）＝J（α1，み（α2，＿，翫））によって

Jπ（π＝1，2，3，＿）　を定義すると」πは1▽πから1Vへの全単射であ

り，

　　伽（o，α1，…，αη）＝幹1（o，」π（α1，＿，απ））

が成り立つ。卯∈」4πのためには

　　ψ（」π（α・3…，απ））＝～ク（α、，。。，3απ）

なるψ∈焔の存在することが必要十分であるから，定理は成立す
る．

　述語族」4についての次のような枚挙定理が定理7から直ちに得ら

れる，

　定理8．η変数の述語Pが」4に属するための必要十分条件は

　　　∀ω1…∀翫（P（¢1，＿，販）ヨ卯π（o，の1，＿3砺）＝0）

なるoが存在することである．

　さて，π＝1，2，3，．，，について帰納可算述語．0πを

　　疏（・3α・ン…，απ）≡ヨz（9η＋、（・3α、，．．．ンαη，の）＝o）

と定義するとZ）πによってディオファントス述語が枚挙される．すな
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わち，

　定理9．π変数の述語Pがディオファントス的であるための必要十

分条件は

　　　∀¢1．．，∀妬（P（の1，＿，妬）≡ヱ）η（o，苅＿，煽））

なるoが存在することである，

　証明．定理3と定理8から明らかである．

　述語P1のdegree　d1を考えると，定理7の証明の終りに述ぺた

ことと定理3，定理9から，d1はディオファントス述語のdegree全

体の上界となっている・もしP・がディオファントス述語であればそ

れ’はディオファントス述語のうちで最大のdegreeをもつものである

が，そのようなものの存在はHiroseの第3予想に反する，ゆえに，

第3予想が正しければ刀エはディオファントス述語ではない．P1が

ディオファントス的でなければ明らかに第1予想が成立する．また

必くO’ならば第2予想が成立する．各πについて一Z）πが」4の述語で

ないことは次のようにして証明される．すなわち，ある1）πがイに

属するとすれば定理9によってπ変数のすべてのディオファントス述

語が犀に属する．然るにその否定がディオファントス的でないよう

なπ変数ディオファントス述語が存在し，そのような述語は4に属

し得ない。ここでメの述語についての枚挙述語すなわち∀」p（P（の）

≡9（o，ω））なるoの存在がP∈」4の必要十分条件となるような9を考

える・そのような9がズに属さないことは対角線論法により明らか

である．枚挙述語gを原始帰納述語とすることは定理8により可能で

ある．9をディオファントス述語とすることの可能性については次の

ことが成り立つ．すなわちRiroseの第2予想が正しければズの述

語のディオファントス的枚挙述語は得られず，またズの述語のディ

オファントス的枚挙述語が存在しなければ第1予想が正しい。

　つぎに，ディオファントス述語についての定理9とは異なる形の枚

挙定理を考える．Kleeneの枚挙定理［K］により，1変数の述語Pが

帰納可算であるためには∀妖P（詔）≡ヨμ1（θ，の，写））なるθの存在が

必要十分であるが，このθのうごく範囲をある集合に制限してディオ
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ファントス述語のみを得るようにするのである．すなわち，

　定理10．つぎの性質をもつ帰納可算集合Bが存在する：1変数の

述語Pがディオファントス的であるための必要十分条件は

　　　∀妖P（の）≡ヨΨT、（8，の，写））

なる8∈βが存在することである，2変数以上の揚合についても同
様．

　証明．1）正は帰納可算であるから

　　　P、（o，ω）≡ヨッT2（鴻o，ω，鰹）

なる∫をとる，［K］§65の原始帰納函数slを考えると　lsl（∫，o）｝

（α）＝｛ガ（0，α）が成り立つから両辺の部分帰納函数の定義域を比較し

て

　　　鞠丁、（SKゐ・），ω，霧）≡鞠丁2（却，α，Ψ）

を得る．為（sl（∫，の））の値域をBとおく．Bは帰納可算集合である．

Pをディオファントス述語とするとP（α）…D1（o，α）なるoがあり，

8＝sl（∫，o）とおけば8∈βであって

　　P（α）…鞠丁、（θ，α，写）

が成り立つ。逆に，この式が成り立つような8∈Bがあればθニsi（ゐo）

なる0があるからP（ω）……ヱ）1（0，α）であり，定理9によってPはディ

オファントス述語である．なお，定理10は勅ヨ写丁1（θ，躍，霞）がディ

オファントス述語となるようなθの全体が帰納可算集合になることを

意味するものではない．

　定理11．π変数の述語Rが帰納可算であるための必要十分条件は

　　　∀侮．．∀娠R（¢、，＿，∬η）≡ヨ写∀乞（2鞠→P（苅，．．．，翫，Ψ，2）））

なる．P∈」4が存在することである．

　証明．2変数以上の揚合も証明は同様であるから1変数の揚合のみ

を示す．Rを帰納可算述語とするとDavisの定理によって

　　R（α）≡ヨの吻（穿≦の→D（α，ω，Ψ））

なるディオファントス述語ヱ）がある［Dコ，定理3によって

　　D（α，ゐ，0）iヨ凋（α，δ，o，z）

なる庫の述語9がある，G6de1のべ一タ函数をもちいて，
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　　吻（Ψ≦ゐ→ヨ～9（α，ゐ，写，2））≡

　　　　　　ヨ姻η吻（ッ≦わ→9（α，わ，ッ，β（％，”，ッ）））

を得る．従って

　　R（α）…ヨzヨ％ヨ”吻（写≦3→9（α，z，型，β（％，卸，穿）））

が成り立つから，．P（α，ゐ，o）≡o≦x（δ）〈9（α，K（わ），o，β（K（L（δ）），

L（L（ゐ）），o））とおけばP∈イであって

　　E（α）≡ヨ¢∀娠Ψ≦¢→P（α，砂，穿））

が成り立つ．逆に，P∈ガとするとPは帰納的であるから∀訳卸≦δ→

．P（α，δ，割））も帰納述語であり，ゆえにヨ∬∀択ッ≦の→P（α，の，穿））は帰

納可算述語である．

　素数の全体，2の巾の全体などの原始帰納的集合は，その補集合が

ディオファントス的であることが容易に証明されるのに反して，その

集合自身がディオファントス的であるか否かは未解決の興味ある問題

である．定理4から，これらの集合はディオファントス的でないと予

想するのが自然であると思われる．この予想はHiτoseの第1予想を

含む．然しこの予想が正しいとしてもその証明は容易でないと考えら

れる．ノの函数の増加の速さに関しては，g∈」41に対して

　　　∀犯鮮¢（の≧写→2採ω）＜勘π）

なる％の存在することがgの構成についての帰納法によって得られる

ので，任意の卯∈簸に対してある％が対応してg（の）＝0（¢π）とな

る．当然，誕の函数は2¢などよりもゆるやかに増加するのであるが，

このことから直ちには2の巾の全体を値域とする犀の函数が存在し

ないことは導かれないのである．例えばGrzegorczykの函数族81は

任意のψ∈6【に対して　ヨ0∀¢（妖¢）≦計0）であるにも拘らず，す

ぺての帰納可算集合がある卯∈81の値域となっている。

　Hiroseの予想を証明する試みは困難な問題であるが，函数族ズを

考えることによってディオファントス述語と云うものがいささかでも

扱いやすくなるであろうと思う．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1970年1月15日）
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