
ディオファントス的述語について

永　島 孝

　一般帰納的でないDiophantos的述語が存在するか，と云う未解決

の問題に関連して最近提出されたHiroseの予想［5］について考える

のがこの論文の目的である．自然数のDiopllantos的述語の中に一般

帰納的でないものが存在する一それはHilbertの第10問題の否定

的解決を意味する一であろう，と云うことは以前から予想されてい

て，それを証明しようとする試みがいろいろあった．それがいずれも

不成功に終ったことの原因について，Hiroseはそのような試みが常

に‘全てのΣ1一述語はDiophantos的である’ことの証明を目標とし

ていたと云う共通点を指摘し，DiopLantos的でない、Σ！一述語が存在

するであろうと云う予想を述べている。かつては，Σ！を含むことを

示すのが決定問題を否定的に解くための殆ど唯一の方法であったと思

われる．然し，自然数の函数族・述語族の構造を算術的階層よりも精

細に調ぺるdegree（決定不可能度，非可解度）の理論（［4］参照）が

発展し，とくにFriedbergと巫yqHHKによってPostの間題が否定

的に解決されてしまった現在においては，前述のような方針が必ずし

も適切ではないと考えるのは尤もなことであろう．‘一般帰納的でない

Diophantos的述語の存在7は必ずしも‘全てのΣ’1一述語がDiophantQs

的であること7と同値ではない・Hiroseは，前者は肯定的，後者は否

定的であると予想して，前者の証明のために後者を証明しようと試み

る従来の方針を批判し，後者によらずに前者を示す新しい方針を提唱

している．Hiτoseの予想はつぎのように三つに分けて述ぺることが

できる1）．

　（1）Diopllantos的でない、Σ！一述語が存在する．

　（2）Degree　O’のDiop五antos的述語は存在しない．

　（3）任意のDiophantos的述語Z）oに対して，1）Qで一般帰納的で
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ないDiophantos的述語．Z）正が存在する．

　予想（3）は一般帰納的でないDiOphantos的述語の存在およぴ（2）

を含み，（2）は（1）を含む．

　Degree全体のつくる上半束をUとし，Diophantos的述語のもつ

degreeの全体から成るUの部分集合をTとする，［5］の定理3の

証明に用いられている方法によって，TがUの部分上半束となる二

とが証明できる．（3）は‘上半束丁は最大元2）をもたない’と云いか

えられる・Hiroseの目標は，有限列の多項式表示を扱う諸函数（［7］・

§4）によって帰納函数論の形式的体系を算術化する，と云う方法で

（3）を示すことであろう．然し，予想（1）でさえもその証明は容易

でないと思われるので，ここでは（1）と同値ないくつかの命題を求

めることを考える．

　与えられた函数3）90，g1，んから
　
　
　
｛　　　∫（0，α2，…，απ）＝9。（α2，…，απ）

　　　∫（ω’，α2，…，αη）＝9、（α，∫（α，α2，…，απ），α2，…，απ）

　　　∫（α、，α2，…，απ）≦ん（α、，α2，…，απ）

によって函数∫を得る演算（但しπ＝1の揚合は90を定数とし，g1

とんから∫を得る演算と考える）を1imited　primitive　recursion

（LPRと略す）と呼ぶ．α1，…，翫，δの述語

　　　∫（α1，…，αη）＝δ

がDiophantos的であるとき，∫をDiophantos的函数と呼ぶ．Dio－

phantos的函数は一般帰納的である．つぎに

　　　∫o（α，δ）＝δ’，

　　　∫1（α，δ）＝α十ゐ，

　　　∫2（α，δ）＝α’δ’，

およびπ≧2のとき

　　　｛　　　∫η＋1（0，ゐ）＝み（δ’，ゐ’）

　　　∫η＋1（α’，6）＝∫π＋1（α，∫η＋1（α，δ））

によって原始帰納函数の列∫o，∫1，∫2，…をつくる．函数S，0『，U『お

よびゐから函数の合成とLPR・とを有限回適用して得られる函数の
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全体を8ηと記す（Grzegorczyk［3］）．すべての8πを合併したもの

は原始帰納函数の全体と一致し，83は初等函数4）の全体と一致する．

　定理1．（1）が成立つための必要十分条件はDiophantos的函数の

全体がLP：Rについて閉じていないことである。

　証明．十分性は明らかであるから，必要性だけを帰謬法によって示

す．函数S，0『，U『，∫2はいずれもDiophantos的であるから，もし

Diophantos的函数の全体がLPRについて閉じていれば82の函数は

すべてDiophantos的である5）．．Pを任意のΣF：一述語とすると［3コの

定理5．1によって

　　P（α）≡（ヨの）（ヨ“）（∫（α，詔，劉）＝o）

なる82の函数∫が存在する．∫はDiophantos的，故に述語

　　∫（の，b，o）＝0

もDiopllantos的，従ってPがDiophantos的となって（1）に反

する．故にDiophantos的函数の全体はLPRについて閉じていな
ヤ、．

　系．（1）が成立つための必要十分条件はDiophantos的函数の全体

が原始帰納法について閉じていないことである．

　定理2．（1）が成立するための必要十分条件はDiophantos的函数

の全体が演算．Σ，17について閉じていないことである．

　証明．十分性は明らかであるから必要性を示す，函数0『，U7，α＋

δ，α一b，αゐ，［ω／司はいずれもDiophantos的であるから，もしDio－

phantos的函数の全体がΣ’，17について閉じていれば初等函数はすべ

てDiophantos的となり，従ってすぺての初等述語がDiophantos的

となる．Pを任意のΣ！一述語とするとKalmゑr－Bereczki－Kleeneの

定理6）によって

　　P（α）≡…（ヨ劣）F（α，砂）

をみたす初等述語Fが存在する，従ってPはDiop五antos的となっ

て（1）に反する．故にDiophantos的函数の全体は．Σ，17について

閉じていない．

　更に，［5］に引用されているDavis－Putnamの結果7）を用いれば，
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つぎのことが証明できる．

　定理3・（1）が成立つための必要十分条件はDiop五antos的函数の

全体が演算Σについて閉じていないことである．

　さて，Diophantos的述語についてつぎのような枚挙定理が成立す

る．

　定理4．つぎのような2変数のΣ㍗述語F（α，δ）が存在する：任意

のπについて

　　　F（α，π）

はαのDiop五antos的述語であり，逆に1変数の任意のDiop加ntos

的述語Dに対して

　　　1）（α）≡F（α，4）

なる数4が対応する．

　証明は別に発表する予定である．実際，述語Fは初等述語に存在

作用素を前置した形で得られるのであるが，予想（3）が正しい限り，

FはDiophantos的ではあり得ない．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1968年11月5日）

注

0）　この論文は作行会の援助によって開催された数学基礎論小グループ

　夏季シンポジウム（1968年6月30日より7月3日まで，東京都八王

　子市の大学セミナーハウスにて）における講演の内容をまとめたもの

　である．

1）　上記シンポジウムにおける広瀬氏の講演内容に基づく．

2）　上半束は高々1個の極大元をもつ・従って最大元と極大元とは一致

　する．

3）　数論的函数すなわちNx…xNからNへの函数。なお，特定の函

　数をあらわす記号などについては［6］参照・

4）　初等函数については［6］§57，［7コ，［8コ．

5）Diophantos的函数の全体は合成について閉じている．

6）［6］§57例1（D），［7］定理9，［8］定理10．

7）　J・S・1＾23（1958），183－187・
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