
相関係数の推定について

鍋谷清　治
　相関係数の推定の精度については，これまでパラドックス的な結果

が二三報告されているが，ここではそれらを含めて，いろいろな形の

推定値の精度について調ぺてみることにする．

1基本公式
　（2一，…，乞7）が僧次元の分布にしたがい，ある1組の非負の整数

π1，…，πrに対して，0≦物≦π1，…，0≦町≦町なるすぺての整数値

徽，…，呪．について，E［12、鵠1…2．恥70が有限な値をもつとする．集合

｛ゴ1，…，ブp｝は1から7までのすぺての整数値の集合｛1，…，γ｝の部分

集合で，

　　1乃1，…，耐＝＝｛1，…，γト｛ブ1，…，ゴP｝

とする．ここでp＋g＝γであり，また，π＝町十…十町とおく。こ

のとき，φ（61，…，孟7）を（21，…，z学）の特性関数とすれぱ，

　（1）　E［21π皇…27π『sgn（2，、…z／p）］

　　　　一轟尤・・寿乞漂際lll調＿“

が成り立つ（Nabeya［5］）・ここで6，、，…，り，に関する積分はCauchy

の主値

　　嵐瓶（∫3＋∫ll）晦¢＋∫よン砺

である．

　（21，22，23，24）の分布は正規分布で，

　　E（2乞）＝0，7（2乞）＝1，ρ（2‘，2，）＝ρ5，（件ブ）

とする。このとき（1）によって，つぎの諸公式が導かれる．
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（2）E［121・霧

　　　　　　　　2（3）E口β・～21］＝ア（癖＋ρ・2siゴ1ρ12）

（4）E［21s　］一ふ

　　　　　　　　　　2　（5）E［sgn（2・22）］＝一siゴ1ρ、2

　　　　　　　　　π
（6）E［212sgn（2エ22）レ盆（ρ12癖＋siゴ・ρ12）

　　　　　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　2（7）E［1～且r22sgn（23）］＝一（ρ23研＋ρ12sin－1ρ、3）

　　　　　　　　　　　π

（8）E［徽sgn（嫡）］一 1≒（ρ副伽融3

　　　　一ρ一一一）＋岬in一悔｝ー

これらのうち，最後の3つは新しい結果であろう．（8）で21＝24と

おけぱ（7）となり，また（8）でzエ＝β2＝鞠とおけば（6）が導かれ

る．

　つぎにE［sgn（212223～4）］は一般の相関行列については数値積分を

要する式になるが，ここでは後の便宜のため，その1つの形をあげて

おく。（21，z2，23，～4）の相関行列は

であるが，これば対して，相関行列

（蕪響）…・一
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をもつ分布を考え，この分布で靴と～呂を消去したときのz∫と勿

の偏相関係数をρ乞ゴ，威％）で表わす。このとき

（9）E［Sgn（31姻］一秦｛Siゴ1ρ毘Siガ1伽

　　　　　＋ガ41舞ザsiゴ1侮B（％）翻

　　　　　＋ガ衛虹・触伽

　　　　　＋ガ41‘舞ぜsiゴ・ρ・煎）伽

　　　　　＋ガ4、舞ザsiゴ・卿）ぬ｝

となる（［5］参照）．

　ここでとくに2つの形の相関行列について，（9）を計算しておく．

　相関行列が

（10）

β

α
β
α
1

β
姻
－
α

　
　
β

α
1
α
β

－
α
β
姻

、のときには2

　　　ρ、3。24（1）＝ρ24．、3（1）＝β

　　　ρ・4．23（1）＝ρ23。14（1）＝一αβ

となる．ここで（10）の形からわかるように，ρ琳；（1）の式でβの

かわりにβ％とおいたものが，ρ乞ゴ覗（％）となる，よって

　　　ρ13，24（％）＝ρ24，13（％）＝β％

　　　ρ、4．23（％）＝ρ23．・4（％）＝一αβ％

を得るから，（9）によって，

　（11）E［sgn（2122～3～4）］

　　　　　一奏｛（siゴ・αソ＋2∫1》1与が曲一伽
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　　　　　　－2A1藩がsiゴ1（軸｝

　　　　　　4　　　　　＝コ［（Sin－1α）2＋（Sin－1β）2一｛Sin－1（αβ）｝2］

　　　　　　π

となる．

　つぎに相関行列が

⑬（㌶）

のときには，

　　　ρ・3．24（1）＝ρ14、23（1）＝ρ24、13（1）＝0

　　　卿一ll留

となる。この揚合にも，ρ‘廻（1）でβのかわりにβ秘とおけば，

ρサκK％）が得られる．よって，

　　　ρ・3。24（％）＝ρ14。23（勉）＝ρ24。、3（％）＝0

　　　ρ、争1、（％）一β（1一茱）祭

　　　　　　　　α（1一β秘）

となるから，

　（13）E［sgn（3エ22嫡）］

　　　　　一睾｛（・iゴ・α）曙41轟ザ血一1馨講％｝

　　　　　一奏｛（・iゴ1α）・＋尤β論・iガ1（裂纂％ぬ｝

が得られる．

II正規分布の独立標本の揚合

2変量正規分布の確率密度

（・4）∫（　）一2πσ爵1一プexp卜2（1圭ρ益）｛（2IFヴ
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　　　　　　　一・ρ学学＋（響｝］

をもつ互に独立な確率変数（¢1，創1），…，（妬，写π）の実現値に基づいて，

相関係数ρを推定するものとする，

　もしも（14）でρ以外のparametersμ1，μ2，σ1，σ2がすぺて既知

ならば，（¢rμ1）／σ1を改めて¢‘．とおき，（Ψrμ2）／σ2を改めて駒

とおくことにより，確率密度

　　　翫喬即｛一、（1≡ず）（〆一2副）｝

が得られるから，ρの推定のための尤度方程式

（・5）1等（1今）2（Σ球一2ρΣ聯Σず）＋1…ずΣ一・

が導かれる．ただしΣは本節では，特に指定のない限り，いずれも

ゼについて1からπまでの和を示す。（15）はρについて3次方程式

であって，これをρについて解いて得られる推定値をγoとすれば，

π→OOのとき，その分散は，

　　　　　　　1（1一ρ2）2
　（16）7（γ。）～　　　2
　　　　　　　π　1十ρ

となることが知られている（Kenda11and　Stuart［4］）・

　しかし，この推定値はρ以外のparametersがすぺて既知のとき

にしか利用できず，また（15）を解くことはめんどうなので，これに

よってρを推定したという数値例はあまりないであろう．

　っぎに（14）のすべてのparametersが未知のときに，これらの

最尤推定値を求めると，ρに対する値は

　　　　　　　Σ（欝r語）（跳一雪）
　（17）γ2露　　　　　　　、
　　　　　｛Σ（娩一房）2Σ（鱗一9）2P

となって，これが最もふつうに使われる推定値である・γ2について

は標本分布も正確に知れており，その分散は

（・8）7伽）一・一（・一ず）豊≡IF（・・尋の
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　　　　　　　　　　ずr・（号）

　　　　　　　　r（穿）弔・）プ（参講1の

　　　　　　　1　　　　　　～一（1一ρ2）2

　　　　　　　π
となる（Kendall　and　Stuart［4］）・　Fは超幾何関数である．

　ここで（17）の右辺の分子を％一1で割れぱ，ρののの不偏推定値

となり，

　　　1　　　　　　　　　1　　　　　Σ（碗一あ）2，　　Σ（霧r9）2
　　　雅一1　　　　　　　　π一1

はそれぞれσ12，σ22の不偏推定値になっている．そこでの，σ2が既

知のときに，（17）の分母でΣ（z盛一房）2，Σ（擁一雪）2をそれぞれ

（π一1）σ12，（π一1）σ22でおきかえることにより，ρの推定値として，

　　　　　　　1　（19）γ1＝　　　　Σ（覗一諺）（駒一霊）
　　　　　（π一1）σ1σ2

を用いることにすれば，72より精度のよい推定値が得られるかも知

れないと考えられる．しかしこれは間違いである．71については

　　　E（γ1）＝ρ

　　　　　　　　1　　　　　　　1（20）7（7・）＝　（1＋ρ2）～一（1＋ρ2）
　　　　　　　π一1　　　　　　π

であって，少なくともπ→。。としたときの漸近分散でみる限り，

ρ牛0であれば

　　　7（72）＜7（71）

となる．

　このことはStuart［6］によって注意されているが，その理由は標

本調査の理論でよく知られている比推定と不偏推定の精度の関係から

説明することができる．いま，（塩，Bπ）の分布は，

　　E（且π）＝ρ，E（召π）～1

　　　　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　7（且π）～一σ肥，σ（五η，Bη）～一σ4B，7（Bπ）～一σBB
　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　　7L　　　　　　　　　　　冗
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とすれば，塩／瓦の分布については，

　　　E（宏）一ρ

（2・）7（宏）一告（触一鞠仙BB）

が得られる。ヒこで，ρ＞0としよう．このとき，2ρσ超＞ρ2σ朋が

7（認η／瑞）＜7（轟）となるための必要十分条件であるが，これは，

　　　　　　σ∠B　ρσ召　（22）ρ4β＝　＞一一
　　　　　　σ4σβ　2σ孟

と同値である．ただし，σ4＝煽，σB＝煽とする。すなわち

轟と．8πの相関が，それらの標準偏差の比と，推定すぺき値ρと

から定まる一定1直より大きけれぱ，比推定のほうが不偏推定より精度

がよい．

　　　　71　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　72＝rただし31＝　　　　　｛Σ（餓一房）2Σ（駒一雪）2｝贈
　　　　31　　　　＠一1）σ1σ2

とおけば，

　　　　　　　　　　　　　2ρ　　　σ42＝σβ2＝1＋ρ2，ρ五B＝・＋ρ2

であって，（22）の不等式が成り立っている・ρ＜0のときも事情は同

じである．

　つぎにHuzii［2］が正規定常Markov過程の揚合に提案した推定

値（IIIの（44））に対応するつぎの推定値を考えてみる．

（23）　42π（拳1）まΣ（碗一ガ）sgn（鱈）

これはσ1が既知のときにしか利用できない．73がρの不偏推定値

であることを示し，その分散を計算しよう．

　　　　　　　　　η一1
　（24）7（詔‘一諏）＝一σ、2

　　　　　　　　　　π
　　　　ρ（娩一諏，鱗一雪）＝ρ

であるから，（4）により
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　　　E｛（の¢一房）sgn（写‘一σ）｝一停σ・霧ρ

となる．よってE（73）＝ρは明らかである．

　つぎに

　　　　　　　　　π　　　1　　　V（γ3）＝2π（π一、）ズ［｛Σ（¢‘一廊）sgn（駒一9）｝2］一ρ2

　　　　　　　　　π　　　1
　　　　　　＝　　　　一E［Σ（¢ε一房）2
　　　　　　　2π（π一1）σ置2

　　　　　　　＋黒（ωゆ）（¢μ）sgnl（写‘一9）（穿’一9）｝］一ρ2

を得る．ここで

　　　E［Σ（の盛一垣）2コニ（π一1）σ12

である。また群ブのとき，¢r房，吻一諏の分散はいずれも（24）の

右辺で与えられ，¢乞一あ，¢ゴー¢，駒一9，駒一雪の相関行列は

（25）

1

　1

π一1

ρ

　ρ

π一1

　1

　　　　　ρ
π一1

　　　　　ρ　1　　　一
　　　　　π一1

　ρ
　　　　　1
π一1

　　　　　1
ρ
　　　　π一1

　ρ

π一1

ρ

　1

π一1

　1

となるから，（8）を用いて，

　　　E［（のづ一蕗）（均一¢）sgn｛（9ε一雪）（写，一σ）｝］

　　　　一多π房1ボ｛ρ・4・一（π主1），＋π主1・iゴπ壬1｝

　　　　一誓｛ρ・痢＋・iゴ1π≡、｝

となる．よって

（26）7（γ3）一舌＋告｛ρ2嗣＋siガ」π≡1｝一ρ2

　　　　　　　一舌一（・一漂）プ晴・iゴ、土、晴（号一プ）
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となる．πが大のとき，7（γ3）と7（γ1）琶比較すれば，

　　　1ρ1≧傷一位53423

に応じて

　　　7（7、）≧7（T3）

となる．

　つぎにゲ3を比推定値の形にした

　　　　　　Σ（のr房）sgn（写r雪）
　（27）74＝
　　　　　　　　　Σ協一房1

について考えてみる．この推定値をつくるには，parametersはいっ

さい必要ない．ここで

　　　鴫ただし　扁まΣ1副
とおけば，E（53）・＝1であって，7（T3）は（26）によって与えられ，

y（s3）は（26）でρ＝・1とお▼くことによって与えられる。すなわち，

　　　7（鞠）÷（・一5要）＋告・iがπ主、一÷（号一・）

となる．γ3とS3の共分散は

　　　　　　　　　　π　　　1　　　σ（γ翫83）＝2π（π一、）扉E〔Σiω‘剛Σ（ωε一¢）sgn（駒一雪）コ『ρ

　　　　　　　　　　π　　　1　　　　　　　＝　　　　一E［Σ（Zr函）2sgn｛（の‘一¢）（写，一9）｝
　　　　　　　　2π（π一1）σL2　乞

　　　　　　　　＋Σ隣」釧（吻一房）sgn（駒一雪）］一ρ

　　　　　　　　　z中∫

となる．ここで（6），（7）によって，

　　　E［（¢‘一房）2sgn｛（劣‘一函）（跳一σ）｝］

　　　　　π一1　　2
　　　　一　σ12一（ρ》7＋sin－1ρ）
　　　　　　％　　　　　π

　　　E口ω‘一21（吻一¢）sgn（2ノゴー雪）］

　　　　一π弄1σ引ρ馬、＋π主、・iゴπ皇、｝

となるから，
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　　　　　　　　1　　　0（73，83》一（ρ》T『♂＋sin－1ρ）

　　　　　　　　％

　　　　　　　　＋％箒1｛ρ語、＋π垂1siゴπ皇1｝一ρ

　　　　　　　　1　　　　　　　～一｛一ρ（1一肩）＋sin－1ρ｝
　　　　　　　　π

が得られる．よって（21）から

（28）7（晦）一壱（号＋号岬肩一2ρsiゴρ）

となる．

　つぎに

　　　　　　　布　　1
（29）75＝π（π一、）認（の助）sgn（御’）

について考える．これはσ1が既知のときにしか利用できない．71ま

たはγ2のように，（¢1，…，ωη）と（肋，…，写π）の2次形式と双1次形

式からつくられる推定値については，

　　　Σ（詔歪一のノ）2＝πΣ（ω乞一あ）2

　　　‘〈ゴ

　　　Σ（駒一駒）2＝πΣ（飾一9）2
　　　¢＜ゴ

　　　Σ（¢‘一∬ゴ）（擁一写ゴ）＝πΣ（¢乞一⑦）（駒一9）

　　　乞くノ

によって，これらの左辺の和の形からつくられる推定値も，右辺の和

の形からつくられる推定値も同じものとなる．さて，件プのとき，

　　　7（¢r¢ゴ）＝2σ、2

　　　ρ（のr吻，穿¢一穿，）＝ρ

となるから，（4）によって

　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　E［（¢ε一のノ）sgn（Ψr影’）］＝σ・πρ

となり，

　　　E（75）＝ρ

は明らかである．また分散は
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　　　　　　　　　π　　　1　　　7（γ5）一π2（π一、）7E［｛黒（¢乞一¢’）sgn（Ψ‘一霧ゴ）｝2］一ρ2

　　　　　　　　　え　　　　　
　　　　　　一π2（π一1）2万認凄、E［（¢‘一鎚㌃一の

　　　　　　　　sgn｛（Ψr穿ゴ）（Ψrッ【）｝］一ρ2

となるが，ここで右辺の各平均値を計算するのに，揚合を分けて考え

ることにする。

　1）　¢＝乃，ブ＝乙のときには，

　　E［（均一の，）2コ＝2σ・2

　　　　　　　　　　　　　　　
となり，この形の平均値は一π（η一1）個生ずる・
　　　　　　　　　　　　　　2

　2）　¢＝あ，ブ牛Zのときには，勉一均，轟一賜跳一蹄擁一肋の相関行

列は

　　　　　　　　1　　　　　　ρ
　　　　　1　　一　　　ρ　　一
　　　　　　　　2　　　　　　　2

（30）

－
一
∩
乙

ρ

ρ
一
2

1

ρ
一
2

ρ

ρ
1
一
2

ρ
一
2
1

－
一
2

となるから，（8）を用いて，

（31）E［（∬‘吻）（謬rのsgn｛（馳一駒X写‘一写‘）1コ

　　　　　ーσ・2（2卓ρ・＋÷）

となる．

　群乃，ゴニZのときも（31）と同じ平均値を得る。

　ごくゴ＝為＜Zのときには，

　　　E［（¢rのゴ）（語ゴ噛）sgn｛（Ψ乞一影ブ）（穿ゴ歌）｝］

　　　　一E［（の，一¢霊）（のゴーのsgn｛（写ノー写‘）（Ψ’一穿彦）｝］

であって，鞠一賜，均一z占，駒一舘，衿一写‘の相関行列は（30）となるか
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ら，この平均値も（31）に等しい．

　乃＜Z＝乞くゴのときも同様である．

　これらの揚合を合わせて，（31）の形の平均値が％（π一1）（π一2）個

生ずる．

　3）ゼ，ゴ，乃，Zのどれも異なるときには，

　　　E［（のrのゴ）（靴一zこ）sgn｛（擁一写，）（肋一穿‘）｝］

　　　　＝E［（の‘一ぼ，）sgn（擁一駒）］E［（の彦一¢二）sgn（写島一肋）］

　　　　　24　2
　　　　＝σ1一ρ
　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　1となり，この形の平均値が一π（π一1）（π一2）（π一3）個生ずる．
　　　　　　　　　　　　4
　よって，

（32）7（％）一
1歪㌘1）π＋π（π一・）（π一2）（乎〆＋髭）

　　　　　　　＋去畑）（π一2）（π一3）〆｝一〆

　　　　　　一π（π芒1）｛π＋（π一2）（聯＋号）一（4π一6）プ｝

　　　　　　一告｛晋一（4－24丁）プ｝

となる．

　っぎに75を比推定値の形にした

　　　　　Σ，（餓一ω，）sgn（擁一Ψ，）

　（33）γ6＝zく7
　　　　　　　　Σ1餓一¢ゴ1
　　　　　　　　乞くゴ

について考えてみる。この推定値をつくるにはparametersはいっさ

い必要としない．ここで，

　　　　75　　　　　　v7　1　　　76㌃ただしs5＝π（π一、）認1の‘一刎

とおけば，E（s5）＝1であって，7（γ5）は（32），によって与えられ，

7（35）は（32）でρ＝1とおいたものとなる．すなわち，
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　　　7（砺）一π（π毛1）｛π＋（π一2）（2再＋号）一（4π一6）｝

　　　　　　一惚＋2再））

となる．γ5とs5の共分散は

　　　　　　　　　　π　　　　1
　　　0（75・85）＝π2（π一、）2ブ［黒i諾乞一蝿（¢‘一¢’）sgn（”ゴ）］

　　　　　　　　一ρ

　　　　　　　　　　π　　　　1
　　　　　　　＝π2（％一、）2犀照E［1のε一躍撫一¢君）sgn（写為一〃‘）］

　　　　　　　　一ρ

となる．ここでまた揚合を分けて，右辺の各平均値を計算することに

する、

　1）　乞＝乃，ブ＝Zのときには，（6）により，

　　　E［（詔‘一のゴ）2sgn｛（¢r吻）（写rΨ，）｝］

　　　　　　　2
　　　　－2σ・2一（ρ婦＋sin－1ρ）
　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　　1
となる．この形の平均値は一π（π一1）個生ずる。
　　　　　　　　　　　　　2

　2）¢＝為，井zのときには，鞠一均，賜一勉，駒一肋の相関行列は

　　　　　　　1　　ρ
　　　　1　　　一　　　一
　　　　　　　2　　　2

　　　　1
　　　－　　　1　　ρ
　　　　2

　　　　ρ
　　　一　　　ρ　　　1
　　　　2

となるから，（7）により

　（34）E［瞬¶，1（¢rの‘）sgn（Ψf一肋）］

　　　　　一2・4（ρπ＋告・iが号）

となる。∫≒乃，ブ＝乙のとき，ゼくブ＝乃くZのとき，乃＜Z＝ゼくゴのときも，

平均値は（34）と同じ値になる。この平均値が全部でπ（π一1）（π一2）
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個生ずる．

　3）ゼ，ゴ，乃，Zのどれも異なるときには，

　　　E［1の乞一副（劣r灘↓）sgn（写r写ε）］

　　　　＝五1［1¢‘一ωゴロE［（¢κ一のε）sgn（穿㌃一肋）］

　　　　　　24
　　　　＝σ1一ρ
　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　　1
となる。この形の平均値が一π（π一1）（π一2）（η一3）個生ずる．
　　　　　　　　　　　　　4

　よって

　　　・（7恥35）一π2（券1）2｛π（π一・）多（ρ⑰＋siゴρ）

　　　　　　　　＋π（π一・）（π一2）募（ρ漂＋去・iゴ号）

　　　　　　　　＋π（π一・）（π一2）（π一3）÷ρ｝一ρ

　　　　　　　一π（％モ1）｛2（ρ肩＋sin－1ρ）

　　　　　　　　＋《π一2）（ρ4・一誓＋去・iガ1号）

　　　　　　　　一（4π一6）ρ｝

　　　　　　　一畜｛2・iゴ・号一生・（・一4・一誓）｝

が得られるから，（21）により，

（35）F（％）一÷（号＋号ρ2＋4》了〆一4ρ2婦一4ρsiガ・号）

となる．

　つぎに

（36）　sin［舌Σsgn｛（のづ一房）（駒一雪）｝］

について考える・この後でKenda11の順位相関係数にもとづく推定

値78を取り扱うが，推定値の形の上では，77と78の関係が，γ3と
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窩の関係，ないしは74とγβの関係と同じになっている．

　sin一177については，（5）により

　　E［si算一177］＝sin－1ρ

となることは明らかである・また分散は

　　　　　　　　π2
　　　7（Sin－1γ7）＝扉E［（ΣSgn｛（謬ε一諺）（穿ε一σ）｝）2］『（Sin－1ρ）2

　　　　　　　　のき　　　　　　　　イら　　　　　　　＝扉（π＋潔［sgn侮一諏）（の’一あ）（劉乞一雪）

　　　　　　　　（写｝一9）｝］）一（sin冒1ρ）2

となる．ここで賜一¢，紛一¢，跳一雪，駒一雪の相関行列は（25）であ

　　　　　　　　　　　　1ったが，この行列はα＝一 ＿1，β＝ρとおいたとき，（10）の形に

なっている．よって（11）から

　　E［sgn｛（¢r房X¢ゴ劫）（写‘一雪）（ッガ9）1］

　　　一碁｛（・iゴρ）3＋（・iゴπ≡1アー（・iゴπ皇、ア｝

を得る。したがって

　　　7（s嗣一蒜［π＋π（π一・）碁｛（siゼρ）2

　　　　　　　　＋（・iゴπ差、）1一←iバπ皇、）2｝1一（・iバρ）・

　　　　　　　一去｛ヂー（・i㎡ρ）・｝＋π青1｛（・i㎡π土、ア

　　　　　　　　ー（・i㎡π皇1ア｝

　　　　　　　一÷｛芽一（・i㎡ρ）・｝

となる．よってγ7については，

（37）晦）一告（・一ず）停ζsiバρ）・｝

となる．

　最後に
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（38）粕』sin［π（誰1）湯sgn｛（均一の∫）（翻1］

　　　　　2とすれば，一sin4γ8がKe且da11のII頂位相関係数となる．これにつ
　　　　　π

いては，

　　　E（多si｛）÷iゴρ

　　　7（募・i殉一π（嘉1）［・一（募・iゴρア

　　　　　　　　　　＋2（π一・）｛告一（多・i㎡号y｝］

　　　　　　　　　一告｛告一（募血4号ア｝

となることが知られ．ている（Kenda11［3］）。よってこれから

（39）聴・）一壱（・一ず）｛芸一4（・i㎡号ア｝

を得る，

　以上によって，2変量正規分布の揚合について，相関係数ρの9

つの推定値γ乞の分散が，π→。。のときにいずれも～o毒（ρ）！πの形と

なることがわかった。これらのo乞（ρ）の値をρ＝0（0。02）1に対して

図示したものが24頁の図である．7‘に対するo‘（ρ）の値をこの図で

は数字¢で示してある。この図からつぎの事実が読みとれる．

　1）61（ρ）と02（ρ）の組，03（ρ）と04（ρ）の組，05（ρ）と06（ρ）の組

は，いずれも対応する不偏推定値と比推定値に関する値であるが，トこ

の各組の値はρ＝oのときには一致して，ρが大きくなるにしたがっ

て離れている・どの組についても比推定のほうが精度がよく，比推定

についてはρ→1の．とき娠ρ）→0となるが，不偏推定の揚合には

o‘（ρ）→0とはならない，とくに01（ρ）はρが大きくなるにしたがっ

て増大していく。

　2）02（ρ），06（ρ），08（ρ）の線はほとんど同じ傾向で進んでおり，

Oo（ρ）の線に比較的よく（差でみる限り）接近している。
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　3）γ7はその形からみて，精度のよくないことは容易に想像がつ

くが，ρが1に近くなれぱ，不偏推定値のグループより精度はよく

なる．

　4）Huzii［2］は正規定常Markov過程の揚合について，γエの形

のものとγ3の形のものとの間で精度を比較しているが，分散が既知

であっても，不偏推定を用いるより比推定を用いるほうが精度がよい

ので，この2つの比較だけでは片手落ちである．そして，γ2とγ4の

比較では，やはり72のほうがすぐれ’ている．

III正規定常Markov過程の場合

　つぎに

　　　¢r画一1＝％8（オ＝0，±1，±2，…）

で与えられる正規定常MarkOv過程傷｝の揚合を取り扱うことに

する・ただし1ρ1＜1であって，｛％ε｝は平均値が0の正規独立定常過

程とする．ここで，

　　　　　　7（の　　2
　　　7（の＝　2＝σ
　　　　　　1一ρ

とおく．この揚合には，娩とω勘の相関係数を侮とすれぱ，阪＝

ずとなる・しかしこの確率過程の型が未知のときには，ρユの推定値

を算出して，これをん乗してρたの推定値を求めるわけにはいかな

い，ここではπ＋ん個の引き続いた観測値の1，…，砺地が与えられた

とき，これを平均値が0の定常過程の実現値とみなして，前節になら

って侮のいろいろな推定値をつくる．そしてそれらの分散を正規定

常Markov過程の揚合に計算してみることにする．

　まずσが既知として

　　　　　1　π
（40）ア、＝コΣ¢両納
　　　　πσ1＝1

を考えると，

　　　E（γ1）＝ρ為
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（4・）7（笥）一素｛π（・＋β）＋4冨（圃’

　　　　　　　＋2冨（圃（許’）｝

　　　　　　晴｛‘1＋馨’）＋2副

となることは容易にわかる（Bartlett［1］参照）．

　もっともよく使わ起る推定値は，γ1に対応する比推定値

　　　　　　　　ゆ　　　　　π＋ん揖励＋瓦
（42）72＝　　犯械
　　　　　　π　Σパ
　　　　　　　　t＝1

であって，この値はσの値を知らなくても計算できる．これについ

てもBaτtlett［1］によって，

（43）7＠）一÷1（1＋鶴≠）一2司

が得られている．

　Huzii［2］による

（44）籍一霧謡　n（　）

については，（4）によって

　　E（γ3）＝〆

であり，また分散は

　　　γ色）号瀞［｛熱騨繍）｝1一’

　　　　　号浦曜］噛E㎞卿偏搬）］ト’

　　　　　号訓㎡＋2慧（・一為臨堀軸融一の］｝

　　　　　　一ρ2ん

となる，ここで（餓，詔柵，詔師，の勘諭の相関行列は
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㈲（☆菅〉、詑・1

であるから，（8）によって，　　　　　1　　’

　　鞠lt滝§9弓（榊＋ぬ＋七）］　　，．』レ

　　　　　」2一　・　　㍉
　　’』σ2■（ρ2ん厨＋ρ北siゴ1ρ㌃）．『．ノ

となる●・、む噸二，，．・　9　．0㌔

（46 帝＋2冨勉一乃）（＾i一袖岬）｝

　　　　　　　一ρ2b

　　　　　　一秦｛π（号一避）一2曙（箆一め（・L研）

　　　　　　　ナ2冨（π一乃）ρ㌔i司㌧『’1

　　　”・’需｛号二御躊（・二蹄）＋脅蝦｝

を得る・（46）の第3・辺はHuzii［2］．によって，ρ・に関する級数展開

の形で与えられている，

　っぎ履・73を比推定の形にした

　　　　　　　　れ
　　　　　π＋認興n（の乞＋海）　3㌧，・
（47）γ4＝　　　叶厄
　　　　　　π．　Σ國
　　　　　　　　’一　‘＝1

について考えてみる．ここで

　　　鴫ただし　霧（π’ん）σ却

とおけぱ，，E（33）＝1であって，7（73）は（46）、によって与えられ，

7（33）は（46ブセんを0とおいた後，πを’π十んでおきかえたもの

となる．すなわち，
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　　　7（3・）一（％羊ん）・｛（π＋ん）（号一・）

　　　　　　　　　ハロトれド　

　　　　　　　一2渥、（π＋婦）（1一距）

　　　　　　　＋2見菖1（π＋ん一乃）ρ穐siゴ・ρ滝｝

　　　　　　一告｛号一・一2＆（・一岬）＋脅㌃siゴ・ρ乃｝

である，また（7）によって

　　　σ（7街S3）一舞％（π羊ん）σ2E［嵩1癖sgn（¢‘梧）］一ρガ

　　　　　　　号π（π羊ん）σ2｛醤（π一あ）E・¢幽sgn（　）］

　　　　　　　　　た
　　　　　　　　＋Σ％E［1諾‘＋κ1∬5sgn（の‘糀）］

　　　　　　　　　髭iO

　　　　　　　　＋冨（π一乃）E・の紳‘sgn（∬‘÷轟）］｝一ρぬ

　　　　　　　一π（π琴ん）｛冨（％一乃）（ρ九癖＋ρ冶si痂厄＋趣）

　　　　　　　　　ぬ　　　　　　　　＋萬π（〆4・一ρ　＋ρ㌃sin－1ρ九一冶）

　　　　　　　　＋冨（π一あ）（ρ為研＋ρ池』㌔iガ・ρ彫）｝一ρん

　　　　　　　引牙〆一ρ九一2ρ鴬（・一研）

　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐゆ

　　　　　　　　十Σρ産siゴ1〆＋㌃＋Σρ丸＋㌔iゴ1ρ鳶
　　　　　　　　　陀＝1　　　　　　　　　　　　　　㌃＝1

　　　　　　　　＋冨ρ㌃siガ囲

を得る．よって（21）から

廊川74）一告修（・一ρ2ん）チ2歯1ρ㌃一ρ…κ）siゴ1ρ㌃｝1

を得る．
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　最後に

（49）　sin廉sgn（　督あ）｝、

とすれば，（5）によって

　　　E（siゴ1γ7）＝siゴ1ρ毎

　　　灰siゴ1か器E［｛書sgn（一島）｝1一（siガ1ρあ）2

　　　　　　　　　一差｛π＋2冨（醐E［sgn（碗娠あ一耐㌃）］｝

　　　　　　　　　　一（siゴ1ρ姦）2

となる．ここで（賜，¢儲，¢纈，諾擁＋㌃）の相関行列は（45）であったが，

この相関行列はん＞乃のときには（12）でα＝ρ冶，β＝ずとおいたも

の，ゐく乃のときには（¢‘，灘勘，¢慨，ω勘＋㌃）の相関行列が（12）で

αニρハ，、β＝ρ㌃とおいたものになる．よって¢＜ブのとき

　　　臨ρ）一浩、≡が・iゴ・（緯伽

　　　　　　　　ρ2’（1一ρ2乞）
　　　　　　　～　　　　　（ブ→o。）
　　　　　　　　　　　2

とおけぼ，（13）から，ん〉ゐのときには

　　　E［sgn（JPμ‘＋泥¢ε＋澹∬5＋九＋濫）］

　　　　　　4　　　　＝コ｛（sin－1ρ為）2＋ノ（あ，ん，ρ）｝

　　　　　π

んくあのときには

　　　E［sgn（の乞αン齢泡餌‘＋㌃¢盛÷鳥＋㌃）］

　　　　　　4　　　　＝コ｛（siゴ1ρん）2＋∫（ん，乃，ρ）｝

　　　　　π

となる．またん＝乃のときには，（5）によってこの平均値は

　　　　　　　　　　　　2　　　E［sgn（躍f＋2九）］＝一sin－1ρ2た

　　　　　　　　　　　　π

となる．よって
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　　　灰sin一・77）一き［穿π（回）sin－1’

　　　　　　　　　　　セ　　
　　　　　　　　　　＋2Σ（π一為）｛（sin－1ρ彫）2＋∫（乃，ん，ρ）1

　　　　　　　　　　　沈零1

　　　　　　　　　　＋2夕黒1（π一癒）｛（siヴ乏2＋爆ρ）｝］

　　　　　　　　　　一（sin－1・ρん）2

　　　　　　　　一÷／穿＋πsin－1ρ2ん一（2ん＋・）（s実n－1ρあ）2

　　　　　　　　　　　だ　　　　　　　　　　　　　　　だ　　
　　　　　　　　　　＋2Σ（sin－1ρ㌃）2＋2Σ∫（乃，ん，ρ）

　　　　　　　　　　　κ＝1　　　　　　　　　　　　κ営1

　　　　　　　　　　＋2、藁，∫（砿ρ）｝

を得る．したがって

（5・）7（γ7）晴（・一〆ん）｛芽＋たsiガ1ρ2池一（2ん＋・）（sin－1ρ乱）2

　　　　　　　　＋2竃（sin一正ρ㌃）2＋2冨∫（嬬ρ）＋2、盈、天獅）｝

となる．

　とくに（41），（43），（46），（48），（50）の漸近式は，1F1のときに

はつぎの形となる．

　　　7（71）晴｛（1芒安2＋2ρ乳｝

　　　　　　　　　　　V（72）～一（1一ρ2）

　　　　　　　π

　　　7（γ3）晴｛号一ρ2＋2煮ゼsin－1ρ㌃一2ρ2呂（・一4・一ρ2勘）｝

　　　　　　　　　だ
　　　7（74）《一一（1一ρ2）
　　　　　　　η一2

　　　7（77）一壱（・一ρ2）｛芽＋πsiガ・ρ2－3（sin－1ρ）2

　　　　　　　＋2菖∫㌦、≡％，siゴ1（跨伽｝
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　以上で考えた7、，γ2，γ3，74，77はいずれも前節で同じ記号で表わした

推定値に対応するものである，これらの分散を図に示したのが25頁の

図であって，不偏推定値と対応する比推定値の分散の大小，7（71）と

7（73）の大小などについての関係は，前節の揚合とほぼ同様である．

24頁の図ではρが大きくなるにしたがって，01（ρ）は単調増加，

03（ρ）は単調減少であって，ρ→1のときに両者はいずれも極限値を

もっていたが，25頁の図では01（ρ），03（ρ）はともに単調増加で，’ →1

のとき。・に発散する．なお本節の揚合には，γ5，γ6，78に対応する

推定値をつくることはできない．
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