
「ブール代数での方程式」

山　田　欽　一

　　Tlle　subjects　of　this　paper　are　t五e　establishment　of　a

エLecessary　and　suf五cient　solvability　condition　for　equation　in

Boolean　algebra，the　construction　of　a　complete　representa－

tion　of　t血e　set　of　roots　and　the（1etermination　of　its　cardi－

nal　number。
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1．問題と記号

　筆者は，ずっと前に，プール代数での方程式の理論を考察し（1）その

実用問題への応用を試みた（2）・すなわち与えられたブール代数での方

程式が可解である一このブール代数の元で満たされる一ための必

要十分条件を明らかにし，この条件が満されているときの根の一般式

を作った・また，この結果を使って，r与えられた一群の命題と同値

で，より簡潔な一群の命題を定める」条件整理の問題，「与えられた

ものの間に成立つ与えられたいくつかの関係から，指定されたいくつ

かのものだけの間に成立つ関係を明らかにする」関係抽出の問題，ま

たr与えられたいくつかのものと指定された関係に立つようないくつ

かのものを組み立てる」集団構成の問題を，かなり一般的に処置した．

　しかし，これで筆者自身の設けた問題に全部答えたわけでもないし，

応用も決して本当に一般的ではなかった．

　たとえぼ，理論的には，無限の揚合も含めて，方程式の根の数を決
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定するという基本的な問題が残っている，また，根の一般式には任意

定項が入って来るが，その過不足のない範囲を明らかにするという技

術的な問題も残っている．

　なお，応用面では，特称命題の混ざる揚合が全く扱ってない．それ

はプール代数での等式だけを考察して来たことと，等式は大変不完全

にしか特称命題を表わさないものであることによる，

　特称命題を等式として処理する一つの道具として，擬項という考え

を導入してみた（3）．これは，特称命題の混じった関係抽出の問題には

役立ったが，他の二つの応用問題には無力のようである．

　とにかく，ブール代数では不等式の考察がまだ不十分である．そこ

で，不等式そのものの理論を整理してみたところ，方程式について残

っていた上の二つの間題が解決した．

　本稿はブール代数での多元方程式について，今までに明らかになっ

た事項を総合整理することを一応の目標とする．

　多元不等式の一般的考察は多元方程式の他の多くの話題につながっ

て（4）はいるがまだ十分整理できていないので後日に譲りたい．応用間

題は三つとも実用度が高いし，関係抽出の技術は吉田耕造氏（杉田元

宜教授研究室）によってスイッチ回路化され，4元の機械一シ・ジ

スターry1一も出来ているので（5），大切な項目であるが，特称

命題の混ざった応用間題を処理する理論が整理できてからにしたい．

　ブール代数は命題算．集合算，電気回路など多くの解釈をもつ．そ

れらの解釈を離れて本稿では，ブール代数の三つの演算を＋，・（こ

れは省くことが多い）と’で表わすことにする．

　なお本稿では一つのブール代数を同時にまた環として，これら両代

数系の演算を共用する．そこで環の加法である対称減法は＊で表わす

ことにする．また環の＊にだけ着目して，アーベル群とみることもす

る．

　なお，もう一つ記号を用意する．

　集合班をもととし，命題．P1，……，一Pη，一値函数F（勘，……，晦）

によって定義される集合
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　　　L＝｛F（¢1，……7¢π）1鋸砿……2の犯∈払P1（苅2……，翫），

　　　　　　　　　　　・・，P皿（¢1，…，晦）｝

で，Fが次の条件を満たすとき，この表示をLの完全表示というこ

とにする．完全表示であることを明示するには〔　〕を使う

　条件：雪16砿……，鮮M　（苅，……，鮪）キ（駒，……7伽）ならば2

F（苅，・…一，鞠）≒F（勉，…・・響η）である．　　　　　　　　’

　また，定理は有限ブール代数α，β，7，δを元とする集合の巾集合

丁で例示することにする．Tの元は次の通り命名する，

0＝l　l

¢＝｛α｝

わ＝1βl

o＝17｝

4＝｛δ｝

8＝｛α，β｝

∫＝1α，71

9＝1α，δ｝

1＝｛α，β，7，δ｝

α’＝｛β，7，δl

b’＝｛α，7，δ｝

・ノ＝｛α，β，δ｝

d’＝｛α，β，7｝

θノ＝｛7，δ｝

∫’＝｛β，δ1

9’＝｛β，γ｝

2．基本事項

集合Bの元について，反射性，対称性，移行性をもつ相等関係＝

と次の諸性質をもつ二つの一意演算・と＋が定義されているとする。

　　　　　　　　　　　　閉　　　性

　α，ゐ〔Bならば

　A．⑳〔B　　　　　　A＋　　　　　　α十ゐ∈B

　　　　　　　　　　　　可　換　性

　C．　αゐ＝bα　　　　　　C＋　　　　　　α十ゐ＝b十α

　なお，o〔Bならば

　　　　　　　　　　　　分　配性
　D，α（ゐ十〇）＝αδ十αo　　　D＋、α十加＝（α十δ）（α十〇）

　　　　　　　　　　　　吸収性
　B．　α（α十δ）＝α　　　　B。　　　　　　　α十αわ＝α
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　　　　　　　　　　　恒等元の存在

　すぺてのαに対して

　E。α1＝α　　　　　　　　E＋　α十〇＝α

となるBの元1がある，　となるBの元0がある。

　　　　　　　　　　　　補元の存在

　ハτ．＋　どのαについても

　　　¢α，＝0　　　　　　　　α十α’＝1

の両立するBの元α’がある．

　このようなBと＝，・＋を一括してプール代数という．

　相等の三性質と演算の一意性によって，α罵δならばα0＝δ0，¢＋0驕

ゐ十〇となる．

　演算についてのこれら6組，11の性質はブール代数を定義する公

理系に他ならない．

　この公理系が調和性をもつことは，集合B＝11，2，5，101で，＝

を通常の相等関係，・を最大公約数定めること，＋を最小公倍数を定

めることと見立てれば明らかである．

　この公理系は・と＋を入替え，それと同時に1と0を入替えても変

らない。いわゆる一種の双対性をもつ．この性質は当然，この公理系

だけから導くことのできるすぺての定理に遺伝してブール代数の双対

性となる．

　なおこの公理系は双対性を浮き立たせたため，独立性をもっていな

い、たとえば，D＋をD．，B．，B＋によって証明することができる．

　従来，ブール代数の公理に入れることの多かった結合性を証明して

おく（6）．

　〔定理1〕　妖bo）＝（αゐ）o，α十（ゐ十〇）＝（α十6）十〇

　　　証明：B＋によってα＝α十㏄

　右辺の第1項にB．を使ってα＝妖α＋δ）＋㏄

　右辺にD，を使ってα＝α（（α＋ゐ）十〇）

　B．によって　　　 ω＝α（α十（δ十〇））

　この二式からα（（α十ゐ）十り）＝妖α＋（b＋o））　　　　・　　（1）
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D．によってα，（（α十b）十〇）篇αてα十ゐ）十〆o

右辺の第1項にD，，C．，N．，C＋，E＋を使って

　　　　ω’（（α＋δ）＋・）＝α’δ＋αノ・　　　　　　　（2）

D．によって

　　　　　　　　α’（α十（b十〇））＝〆α十α’（b十〇）

右辺の第1項にC．，N，，C＋，E＋を使って・　　　　　　　　》

　　　　　　　　　α’（α十（b十〇））＝¢’（b十〇）

右辺にD．を使って
　　　　　　　　　グ（α十（ゐ十〇））＝αノゐ十α’0

　これと（2）から
　　　　　　　　α’（（α十b）十〇）＝α’（α十（b十〇））

　これと（1）を加えて，両辺にC．，D．を使うと

　　　　　　（α十α’）（（¢十6）十〇）＝（ω十α’）（②十（δ十〇））

　両辺の第1因数にN＋を使い，C・，Eを使うと

　　　　　　　　　　（α十δ）十〇＝α十（δ十〇）

　これと双対な

　　　　　　　　　　　　（αゐ）o＝α（ゐo）

を併せて，証明が終る．（終）

　多くの定理の中から，大切なものだけを整理しておく。

　〔定理2〕伽＝α，α＋α＝α

　　　証明＝B．のbに面を入れて
　　　　　　　　　　　　α（α十αゐ）＝α

　左辺の第2因数にB。を使うと

　　　　　　　　　　　　　㏄＝α
　これと双対に　　　　　　　α十ω＝α　　　　　　　　　（終）。

　いわゆる巾等性であり，このためにブール代数には累乗や倍数がな

いといわれる，しかし，函数の次数を導入することはできる（7）．

　〔定理3〕　1と0はそれぞれ唯1つである，

　　　証明二もう一つ0があって，それ，を％とすれば

　　　　　　　　　　　　　π十〇＝π
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と

　　　　　　　　　　　　　0十π＝0

が成立ち，C＋によってFOとなり，0が唯1つとなる．これと双

対に1も唯1つでつある．（終）

　1と0がそれぞれ乗法，加法の恒等元となる．

　・と＋の逆演算はないが，次の定理が成立つ．

　〔定理4〕　諾写＝¢2，ω十写＝¢十2ならぱ穿＝～．

　　　証明：第2式，B．，D。によって

　　　　　　　　9＝霧（¢十写）＝Ψ（¢十2）＝瑠十解

第1式，D．，第2式，B。によって

　　　　　　　　¢9十解二銘十解＝9（¢十写）＝2（¢十2）＝2

　この二式から，写＝Z．（終）

　この定理は次の定理の基礎となる．

　〔定理5〕　〆は各αについて，唯1つである．

　　証明：もう一つ〆があってそれをπとすれぱ

　　　　　　　　　　απ＝0　　　　の十4＝1

　これとN．＋から

　　　　　　　　　αあ二偽’　　　α十あ＝α十α，

　この二式は定理4を使って

　　　　　　　　　　　　　あ＝α’　　　　　　　　　（終）

oについて唯1つ定まる〆がαの補元である．
〔定理　6〕　　α”＝α

　　証明：

　　　　　　　　　αノα”＝0　　　α！十α”＝1

これとN．＋から

　　　　　　　　ω’α”ニα’α　　　αノ十α”＝ωノ十α

この二式に定理4を使って

　　　　　　　　　　　　　α”＝α　　　　　　　　　　（終）

〔定理7〕α0＝0　　α十1＝1

　　証明：N。，定理1，定理2，N。によって，α0ニα．α〆＝（陥）〆
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＝α〆＝0これと双対にα＋1需1（終）

　この定理は恒等元の計算上，また応用上大切な性質を示す．

　〔定理8〕　妖〆十ゐ）＝⑳，α十ω’δ＝α十δ

　　　証明：D．，N．，C＋，E＋によって，α（α’十b）＝ααノ十αδ＝σδ十αα〆＝

αゐ十〇＝面これと双対にα＋α’δ＝α＋b．（終）

　この定理は式を整頓するのに使うことが多い．

　〔定理9〕　（αb）’＝ω’＋b’，（α十δ）’＝ω’6’

　　　証明：D．によって

　　　　　　　　　　αδ（α’十ゐ’）＝αδα’十⑳δ’

　右辺に定理1，C．，定理7，E＋を使って

　　　αδα，十αδδ’＝bα（ガ十αδb’＝；δ0十α0＝〇十〇＝0

　この二式からの（〆＋δノ）竃0　　　　　　　　　　　　　（1）

　定理8で¢をα’とみ，定理6を使うと〆十の＝〆十ゐ

　これを使って　αδ十（〆十の＝α，十αδ十6ノ＝α十ゐ十び

　右辺の第2，第3項にN＋，定理7を使って

　　　　　　　　　　　α十δ十δノ＝α十1＝1

　この二式から　　　　の十（α’十の＝1　　　　　　　（2）

　（1），（2）と定理5によって

　　　　　　　　　　　　（⑳）’＝α’十ゐノ

　これと双対に　　　　　（α＋ゐ）’＝α’6’　　　　　　　　（終）

　これはDe　Morganの定理といい，理論上応用上大切である．

　〔定理10〕α＝0，δ＝0とω＋δ＝0は同値である。α＝1，ゐ＝1と

⑳＝1は同値である．

　　　証明：αニ0とb＝0を加えてE＋により，α十6＝0十〇＝0

　逆に　α＋δ＝0にαを掛けてα（α＋δ）＝α0・左辺にB・，右辺に定

理7を使って，FO，同じようにbニ0。これと双対に，α＝1，δ＝1

とαb＝1は同値である．　　　　　　　　　　　　　　　　（終）

　この定理は方程式理論で大切である（8）．

　〔定理11〕　α＝δとαδ’十ω’δ＝0，（α十b’）（α’十わ）＝1はそれぞれ同値

である．
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　　　証明：α＝6にゐノを掛けてαδ’＝酵

　右辺にN．を使ってα6’＝0．α＝δ〆にを掛けてα’δ＝0．この二式

を加えてα6’十αノ6＝0．

　逆にこの式にαを加えて

　　　　　　　　　　　α十αδ’十α訪＝0十α

　左辺第1，第2項にB＋，それにまた定理8，右辺にE＋を使って

　　　　　　　　　　　　　α十わ＝α

　ゐを加えて，同じように変形すると

　　　　　　　　　　　　　α十δ＝δ

　この二式からα＝δ．

　これと双対に（α＋ゐ’）（α＋の＝1とも同値となる．・　　（終）

　この定理は等式がみな右辺0，または1に同値変形できることを示

す．

　Bの元となる不定元¢とBの定元に・，＋，ノを有限回施して得

られる式をのの函数とよぴ，∫（¢）と（g）書く．

　〔定理12〕∫（¢）＝∫（1）¢十∫（O）¢’

　　　　　　∫（の）＝（∫（0）十¢）（∫（1）十の’）

　　　証明：∫（¢）の示す計算の中で括弧の外についている’はDe

Morganの定理を使って，定元または不定元につくまで変形すること

ができる．次に一 を使って積の和になおすことができる．積のうち

のを因数とするものをD．でかきなおすとPのとなる．同じように積

のうち〆を因数とするものは9¢’となる．のもげも因数としない

積の和をEとして，恒等式

　　　　　　　　　　∫（¢）＝P¢十伽’十R

を得る．

　　　　　　　　　　　E＝＝E1＝R¢十R¢’

を代入して，恒等式

　　　　　　　　　∫（¢）＝（P十R）の十（9十R）ガ

が成立つ．

　ここで，¢＝1とおいて
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　　　　　　　　　　　　P十E＝∫（1）

の＝0とおいて

　　　　　　　　　　　　9十E＝∫（Q）’

　上の式に入れて
　　　　　　　　　∫（鳶）可（1）あ＋∫（bシ

　これと双対に　　　∫（の）＝（∫（0）十¢）（！（1）十¢’）

も成立つ。（終）

これはブ㌣代数での函数の展開公式であ徳静を一般化する
ため，記号を用意する．

　ξ1，……，ξπ，は0または1だけとなる記号とする．

　¢ξはξ＝1ならば詔，ξ＝Oならばの’を表わす．

　Bの元となる不完元鋤，……，妬とBの定元に・，＋，ノを有限

回施して得られる式を苅，………，妬の函数とよぴ，∫（¢1，……，¢π）

と書く．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　〔定理13〕∫（勘，……，のπ）＝Σ一・Σ∫（ξ1，……，ξπ）¢・ξ1……燈

　　　　　　　　　　　　　ξ一ロ0　　　　　ξ”昌O

　　　証明：π＝1のとき，定理12として成立っている．

　π＝γ一1のとき，成立っているとする．

　∫（¢1，……，¢．一1，劣．）を鋳の函数とみて定理12によって展開すれ

ば

　　　∫（¢1，……両一1，ωr）＝！（¢1，……・の7－1・1）の7＋∫（¢b……・¢7－1・0）¢〆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　π＝γ一1については成立っているとしたから

　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　ユ
　　　∫（の、，……，z7一一，1）＝Σ一Σ∫（ξ1，……7ξ7一・71）の・ξ富……巌1

　　　　　　　　　　　ξ1＝0　　　ξr一墨轟0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご2）

　　　∫（¢b……，ω7－1，・）一力・∴・カ∫（ξb……，劇一1，・）の1釦……嬬1

　　　　　　　　　　　ξ匹冨0　　　　ξ7－L＝D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

が成立っている．（2）と（3）を（1）に入れて，
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　　　　　　　　　　　　エ　　　　　　
　　∫（¢1，……，¢ゲー・，¢r）＝Σ一Σ∫（ξ1，……，ξf一、，1）の1ξ一一・乗1の7

　　　　　　　　　　　ξξiO　　　　ξr＿L冨0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　＋Σ……Σ∫（ξ・ン……，ξ7一一，o）z皇ξ豊……z鶏の7’

　　　　　　　　　　　ξ1篇0　　　　ξr＿己旨0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　＝Σ・・一Σ∫（ξ、，一一，ξ7）¢、ξ匹……詔雰r

　　　　　　　　　　　ξFO　　ξr－0

　これはπ＝γのときも，この定理が成立っていることを示す．（終）

　〔定理14〕

　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　∫（¢17……，¢π）＝H・一H（∫（ξ1，……，ξπ）頼1ξ’5＋……＋霧爲）

　　　　　　　　　ξ1胃0　　　　ξ路＝0

　　　証明：定理13の双対である，‘終）

　函数の展開定理は方程式の理論と技術で大切である．
　ま　　　　　　　

　Σ　ΣをこれからはΣと暑記する．その意味は，この記法よ
ξ夏＝0　　ξ罵iO　　　　　　　　　　　ξ

り右にあるξ‘すべてについて，0と1をすべての組合せで代入して

得られる式の和ということである．η，ζなどについても同じ暑記を使

う．

　　　　　　　　　　3。不等式と対称差

　半順序集合から始めてブール代数を構成するという典型的な考察か

らみると逆行になるが，ここでブール代数に不等式関係を導入する．

　それはプール代数での方程式についての諸問題を考察する道具とし

て使うためであるので，不等式を定義し本稿に必要な限度でその性質

を明らかにしておく．

　またいわゆる対称差が本稿の話題に活用できるので，それにも触れ

ておきたい．

　Bの元αとゐについて

　　　　　　　　　　　　　¢＝αわ

であるとき，「αはbより大きくない」といい，

　　　　　　　　　　　　　α≦δ　　　　　　　と書く．

　このように定義した≦は半順序になっている，まず2〔定理2〕に

よってα竃ααであるから
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　反射性　　　　　　　　　　ω≦α

次にα≦δ，ゐ≦αならばα＝αδ，ゐ＝協となってα＝わ。すなわち

　反対称性　　　　　α≦δ，δ≦αならばα＝δ

またα≦δ，δ≦oならばα＝αδ，b＝δoでありα＝α（δo）＝（の）o＝αoと

なってα≦0．すなわち

　移行性　　　　　　α≦δ，δ≦0ならぱα≦0

となる．

〔定理1〕α≦6ならばα・≦ゐ解ヤ≦ゐ＋・．

　　　証明：α0（bo）＝（必）0，α＝⑳によって’㏄（ゐ0）＝㏄となりα0≦ゐ0．

　（α＋o）（ゐ＋o）＝⑳＋o＝α＋oによって，α＋o≦b＋o．（終）

　・と＋の逆演算はないが，次の定理が成立つ，

　〔定理2〕αo≦δo，α十〇≦δ十〇ならばα≦δ

　　　証明：第1式から

　　　　　　　　　　　　α十α0≦α十わ0

すなわち

また

すなわち

第2式から

　　α≦（α十わ）（α十〇）

　　　αo十δ≦δo十δ

　　（α十δ）（δ十〇）≦δ

（α十b）（α十〇）≦（α十δ）（δ十〇）

〈1）

）
）2
3

（
（

　（1，（2），（3）から≦の移行性によって

　　　　　　　　　　　　　　α≦δ　　　　　　　　　（終）

　〔定理3〕　0≦α≦1

　　　証明：O＝0αとα＝α1による．（終）

　〔定理4〕　α≦b，αゐノ＝0，α十δ＝δ，δ’≦〆はたがいに同値である．

　　　証明；の＝のからαb’＝α醒＝α0＝0．逆にα＝⑳＋αb’にαδノ＝0

を入れてα＝の．α＝⑳からα＋わ＝⑳＋δ＝b逆にα＋δ＝δからα（α

＋ゐ）＝⑳すなわち¢＝の．αゐ’＝0とδノα”＝0．第2式とb’くα’が同値

である．（終）

　〔定理5〕⑳≦α≦α十δ

　　　証明：αゐ＝面α，α＝α（ω＋ゐ）による．（終）

　〔定理6〕H∫（ξ1．……殉ξπ）≦∫（¢・，……，¢π）≦Σ∫（ξ皇，……，ξπ）

　　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ
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　　　証明：定理5によって
　　■∫（ξ・7……，ξπ）≦！（ξ・，……，ξπ）≦Σ∫（ξ、，……，ξπ）

　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

　定理1によって

　　　（H∫（ξ・7……，ξη））¢・ξ＝……の諏鳳≦∫（ξ、，……，ξη）¢、ξ』・・…¢象

　　　ξ
　　　　　　　　　　　　　　　≦（Σ∫（ξ、，……，ξπ））¢1ξ墨……劣勇n

　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

　したがって

　　　Σ（H／（ξ1，……，ξπ））¢・ξ菖・；・…のπξ”≦Σ∫（ξ、，…，ξπ）の且ξ・……暗

　　　ζ　ξ　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　ξ

　　　　　　　　　　　　　　　≦Σ（Σ∫（ξ・，……3ξπ））¢且ξ竃…、…頃鴨

　　　　　　　　　　　　　　　　ξ　　㌻

第1。第3辺にΣ¢・ξ菖……翫ξo＝1，第2辺に2〔定理13〕を使っ
　　　　　　　　ξ
て

　n／（ξ1，……，ξπ）≦∫（¢・，……，のπ）≦Σバξ、，……，ξπ）（終）

　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

　α≦δでα≠ゐであるときrゐはαより大きい」といい，Q

　　　　　　　　　　　　　　α＜δ

と書く．

　この定義によってrα≦6」はrα＝δまたはα＜δ」と同値になる．

　このように定義したくは移行性をもつ．　　　　』

　α＜δ，δ＜oとすればα≦わ，ゐ≦oによってα≦o，ω＝oとすればα＝6，

ゐ＝oとなって矛盾し，α≒o，よってα＜o．

　この他，通常の不等式と同じ性質を多くもっている．とくに．

　〔定理7〕　α＜δならばδ’＜〆

　　　証明：α≦δから定理4によってわ〆≦〆，δ’＝α’とすればα＝δ

となって矛盾し，δ’キ〆．よってδ’＜〆．（終）

　集合　　　　　　　　　　｛副¢≦α，¢∈．81

のカージナル数をのの巾数とよぴN（α）（10）と書く．たとえばN（0）

＝1である。0≦のにより¢≦0からの＝0だけとなるからである．

巾数は方程式の根の個数の決定で大切である．　　、

　αとδの対称差をここでは＊で表わすことにする．すなわち
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　　　　　　　　　　　　α＊わ＝αδノ十（ガわ

である．

　周知の通り，ブール代数は＊を加法・を乗法とみて，主単位付可換

環になる．

　Bを＊加法群とみるとき

　　　　　　　　　　　　　α＊0＝α

によってが0加法単位元であり

　　　　　　　　　　　　　α＊α＝；0

によって，すべての元の位数が2，したがって，すぺての元が自己逆

元である．　，

　与えられた函数∫（灘）について，T2つの元αと6が

　　　　　　　　　　　　∫（α）＝∫（ゐ）

を満すとき，「αとbは∫について等値である」といい
　　　　　　　　　　　　　α～ゐ（ノ）

と書く．

　この関係付けは明らかに同値関係である．したがって，この関係で

Bが同値級に分かれ

　　　　　　　　　　　B＝Ko十Kα十……

となる．ここでX¢はωと同値な元の集合である．

　〔定理8〕αとδが∫について同値であるための必要十分条件は

　　　　　　　　　　（∫（1）＊∫（0））（α＊わ）＝0

　　　証明＝∫（ω）＝∫（δ）

から，　　　　　　　　∫（α）ノ’（b）十∫’（α）プ（δ）・＝0

左辺をα，δについて展開整頓すれば

　　　　　　　（∫（1y’（0）＋∫ノ（1y（0））（αゐ’十α’δ）＝0

　すなわち　　　　　（∫（1）＊∫（0））（α＊ゐ）＝0

　この計算は逆も利くので，これが必要十分条件となる。（終）

　〔定理9〕　Koは召の部分群をなし，同値級はβの1ζoについて

の剰余級に他ならない．　　　　　　　　　　　　　　　　驚

　　証明＝p∈瓦，g∈Koとすれば，定理8によって
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　　　　　　（∫（1）＊∫（O））P＝0　　（∫（1）＊∫（0）9＝0

　よって　　　　　（∫（1）＊∫（0））（p＊g）＝0

　すなわち　　　　　　　p＊g∈Ko

　ここで，gをgの逆元とみて，κoは部分群をなす．

　　　　　　　　　　　　　P～9（∫）

とすれば定理8によって

　　　　　　　　　　（∫（1）＊∫（0））（p＊g）＝0

　よって　　　　　　　　P＊9∈ノζo

　したがって　　　　　　p∈1ζo＊g

　この計算は逆が利くので，同値級と利余級が一致する．（終）

　この定理は∫（詔）＝ωを満すのの個数がαとは無関係にノ’（¢）だけ

で定まることを示す．

　　　　　　　　　　　4，一元方程式

　ブール代数Bでの函数∫（の），g（の）について

　　　　　　　　　　　　∫（の）＝9（¢）　　　　　（1）

を満すBの元のがあるとき，一元方程式（1）はBで可解である

という．

　Bでの等式は2定理11によって，いつでも右辺が0である形に同

値変形できるし，ここでは方程式がBで可解であるための必要十分

条件と根の公式一根の集合の完全表示，また根の個数一根の集合

のカージナル数一を問題にするから，方程式はみな右辺が0である

として，話をすすめる．

　次に一元連立方程式を

　　　　　　　　　∫・（の）＝0，……，ん（の）＝0　　　（2）

とする．

　Bでのこの形のいくつかの等式は2定理10によって1つにまとめ

ることができるし，ここでは上に述べた通りBでの根だけを問題にす

るから，（2）を1つにまとめた

　　　　　　　　　　　　　F（の）＝0　　　　　　　　　　（3）
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について，上の3つの問題を考察する．

　〔定理〕　1元方程式　　　F（z）ニ0

が可解であるための必要十分条件は

　　　　　　　　　　　　　F（1）F（0）＝0

であり，根の公式は

　　　　　　　［F（0）＋F’（1）％1％∈B，％≦F’（1）F’（0）］

根の個数は

　　　　　　　　　　　　ハ7（F’（1）Fノ（0））

である．

　　　証明：F（の）＝0が可解であるとすれば2定理12によって，

　　　　　　　　　　　　F（1）α十F（0）α’＝0

となるBの元αがある．

　これにF（1）F（0）を掛けて

　　　　　　　　　F（1）F（0）（F（1）α十F（0）の＝0

　左辺をP．，定理2，N＋，E．で書直すと

　　　　　　　　　　　　　F（1）F（0）＝0　　　　　　　　（1）

　これが可解の必要条件である．

　逆に（1）が成立つとし，2定理12によって，F（F（0））を計算

すると　　　　F（F（0））＝F（1）F（0）十F（0）F’（0）

　右辺の第1項は（1），第2項はN．によって0となり

　　　　　　　　　　　　　F（F（0））＝0

　ここでF（o）∈βによって可解となり，（1）は可解の十分条件とな

る．

　F（の）＝0を2定理12によって

　　　　　　　　　　　F（1）¢十F（0）ω’＝0

と書直しておいて，卯を加えると

　　　　　　　　　　　¢十F（1）¢十F（0）プ＝の

　左辺の第1，第2項にB＋，第1，第3項に2定理8を使うと

　　　　　　　　　　　　　¢＝F（o）＋¢　　　　　　（2）

　F（¢）＝0をFノ（の）＝1，すなわち2定理12によって
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　　　　　　　　　　（F’（O）十の）（F，（1）十プ）＝1

と直しておいて，¢を掛けると

　左辺の第1，第2因数にB，，第1，第3因数に2定理8を使うと，

　　　　　　　　　　　　　　¢＝F’（1）の

　これを（2）の右辺に入れて

　　　　　　　　　　　　の＝F（0）→一17’（1）の

　逃に％をBの任意元として，F（F（0）＋F’（1）％）を計算すると

　　　F（1）（F（0）十F，（1）％）十F（0）（F（0）十F’（1）麗）’

　　　＝F（1）F（0）十F（1）F’（1）％十F（0）F’（0）（F（1）十％’）

　第1項は（1）によって，第・2，第3項は瓦．によって0となり

　　　　　　　　　　　F（F（0）十17’（1）％）＝0

　ここで　　　　　　F（0）十Fノ（1）％∈B

によりF（o）＋F’（1）％は根となる．すなわち

　　　　　　倒F（¢）＝0，駈8｝＝｛F（0）＋F’（1）％1％∈B｝

　これはまた根の公式にはなっていない．

　今写を未知数とする連立方程式

　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　17（0）十F，（1）Ψ＝F（0）十F’（1）％

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　　　　　　　　　　ツ≦F’（1）F’（0）

を考える．

　（3）を書直して1つにまとめると．

　　　（F（0）十F，（1）“）（F（0）十Fノ（1）％），

　　　　　　十（F（0）十Fノ（1）Ψ）’（F（0）十F，（1）％）

　　　　　　＋写（F（1）＋F（0））＝0　　　　　　　（4）

となる．

　（4）の左辺をσ（Ψ）と書けば

　　　σ（1）＝＝（F（0）十F’（0））Fノ（0）（F（1）十ガ）

　　　　　十7（0）F（1）（F（0）十F，（1）％）十F（1）十F（0）

　　　　　＝F’（1）F’（0）4’十F（1）十F（0）

　　　σ（0）＝F（0）F’（0）（F（1）十％，）十F’（0）（F（0）十Fノ（1）％）

　　　　　ニF，（1）Fノ（0）％
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となり，％の如何によらず

　　　　　　　　　　　　σ（1）σ（0）＝0

となる．

　この定理のすでに証明したところによって，（4）すなわち（3）

は可解である．

　よって

　　　｛F（0）＋17’（1）％！％∈B｝＝｛17（0）＋F’（1）Ψ1晒B，循F’（1）F’（0）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

が成立つ．
　　　　　　　　　　鞠）＿’（o）＋F’（1）9

とおけば，F（1）F（0）＝0によって

　　　　　　　　　　　　E（1）＝F’（1）

　また　　　　　　　　　　 E（0）＝F（0）

　この二式によって

　　　E（1）＊H（0）＝F，（1）F’（0）十F（1）F（0）＝F，（1）F’（0）

となる．

　（5）の2つのg1，馳について

　　　　　　　　　　　　　写、～写2（E）

となる条件は3定理8によって

　　　　　　　　　　F’（1）F’（0）（穿1＊写2）＝0

であるが跳，糎≦Fノ（1）F’（0）によって

　　　　　　　　　　　　　写1＊写2＝0

となり，　　　　　　　　　　　穿1＝Ψ2．

　これは，異る写が異る根を与えることを示す．よって（5）は完

全表示である．したがって

　　　｛¢IF（の）＝0，艇8｝＝［F（0）＋F1（1）％1％∈B，批≦F’（1）F’（0）］

　これはま為根の個数が

　　　　　　　　　　　N（F’（1）Fノ（0））

であることをも示す，（終）

　例αの十θ’プ＝0
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　　　　　　　　　αθ’＝｛α117，δ｝＝｛1＝o

によって可解である．

　　　　　　　　　　F’（1）＝α’＝｛β，7，δ｝

　　　　　　　　　　17’（o）＝θ”＝θ＝（α，β｝

oこより　　　　　　　　　　　F’（1）F’（o）＝｛β｝＝δ

　根の公式は

　　　　　　　　　　　　［θ’＋α矧％≦司

　賜＝｛　｝のとき，　　　　♂十α勉＝θノ

　％＝ゐのとき，θ’十α〆ゐ＝〔7，δ1十｛β，7，δllβ｝＝｛β，7，δ｝＝α’

となり，根は〆と8’である．

　根の数は％≦δとなるゐが0とδだけであるから，2つである．

　　　　　　　　　　　5．多元方程式

　ブール代数Bでの多元函数五苅，……，翫），g（¢一，……，働）について

　　　　　　∫（の1，……，¢％）＝9（謬17……，媛）

を満すBの元の組（苅，……，販）があるとき，この多元方程式はB

で可解であるという。

　一元方程式のときと同じ理由によって

　　　　　　　　　　　F（の1，……，賜）＝0

だけをとり，その可解条件，根の公式，根の数を決定する，

　〔補助定理1〕　F＠1，……，翫）＝0が可解であるための必要十分条

件は

　　　　　　　　　　nF（ξ1y・…　一，ξη）＝＝0

　　　　　　　　　　　ξ

である．

　　　証明；（i）π＝1のとき，4〔定理〕として成立っている，

　（ii）π＝・sのとき，この定理が成立っているとして，3＋1元方程式

　　　　　　　　　　F（ω1，……，z8＋1）＝0　　　　　　（1）

を考える，

　（1）が可解であるとすれば
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　　　　　　　　　　F（α1，……，α8刊）＝0　　　　（2）

となるBの元の組

　　　　　　　　　　　（α且，……，α8＋1）

がある．

　（2）は
　　　　　F（α17……，α8，1）α8＋、＋F（α1，……，α8，0）α’8q＝0（3）

となり，これはz8＋1を未知元とする1元方程式

　　　　　F（α1，……7α87・1）の8＋1十F（α1，……，α8，0）¢’8＋1＝0　（4）

が可解であることを示す．したがって4〔定理〕によって

　　　　　　　F（α【，……，の8，1）F（両，……，α8，0）＝0　　（5）

が成立たなくてはならない．

　（5）は劣b……，¢8を未知元とするs元方程式

　　　　　　　F（¢1，……，の8，1）F（の1，……，¢8，0）＝0　　（6）

が可解であることを示す．3元方程式については，この定理が成立っ

ているから

　　　　　　IIF（ξ1，・一一・，ξ8，1）F（ξ1，・・一一，ξ8，0）＝0　　　　（7）

　　　　　　　ξ

であり，書直して

　　　　　　　　　　nF（ξ1，……，ξ8＋1）＝0　　　　（8）
　　　　　　　　　　ξ

が（1）が可解であるための必要条件となる．

　逆に（8）が成立っているとする，

　書直して（7）となり，これはs元方程式について，この定理が成

立っているから，s元方程式（6）が可解であることを示す．

　したがって，（5）となるようなBの元の組（α1，……，α8）がある．

（5）は4〔定理〕によって，1元方程式（4）が可解であることを

示し，（3）となる元α8＋1がある。（3）を書直せば（2）であって

（1）が可解となる．

　ななわち，（8）は（1）が可解であるための十分条件である．

　これで，π＝3のときこの定理が成立つとして，π＝3十1のときに

も成立つことが証明できた．
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　　（i）と（ii）によって任意の元の数について，この定理が成立つ．

（終）

　HF（ξb……，ξπ）＝0をF（苅，……，躍η）＝0の終結式といい，関係
　モ
抽出の基礎となる．

　〔補助定理2〕　π元可解方程式F（¢，……，砺）＝0の根の公式は

　　　¢‘＝¢5（％・，……，％‘）＝：HF（¢1，……¢‘一120，ξ5÷1，……，ξπ）

　　　　　　　　　　　　　ξ

　　　　＋ΣF’（¢1，……，¢ε一、，1，ξ‘＋、，……，ξπ）％‘

　　　　　‘

　　　吻≦ΣF’（¢且，……，の‘一、，1，ξ‘＋、，……，ξπ）

　　　　　η
　　　　　　　　　　　ΣF’（躍1，……，¢‘一1，0，ξε＋、，……，ξπ）

　　　　　　　　　　　　ξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぢ＝1，2，……，π

である．

　　　証明：この方程式が可解であるから，補助定理1によって

　　　　　　　　　　　HF（ξ、，……，ξπ）＝o

　　　　　　　　　　　ξ
が成立っている．

　これはの1についての1元方程式

　　　HF（1，ξ2，……，ξπ）の1＋HF（0，ξ2，・一，ξπ）劣1’＝0

　　　η　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

が可解であることを示し，その根は4〔定理〕によって，

　　　¢F■F（0・ξ2，……，ξn）＋Σ7（1，ξ2，……，ξπ）％且　　　，
　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

であり，　％・≦（HF（0，ξ2，……，ξπ））’ΣF’（1，ξ2，……，ξπ）

　　　　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　ξ

すなわち

　　　％1≦ΣF’（1，ξ2，……，ξπ）ΣF〆（0，ξ2，……，ξπ）

　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　ξ

である．

　これは定理でゼ＝1のときを示す．

　これを苅（笥）また¢1と暑記すれば，
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　　　　　　　　　　HF（¢1，ξ2，……，ξπ）＝o

　　　　　　　　　　ξ

が成立っている．

　これは晩についての1元方程式

　　　HF（¢1，1，ξ3，……，ξπ）¢2＋HF（¢1，0，ξ3ン…・一，ξπ）の2ノー0

　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

が可解であることを示し，その根は4〔定理〕によって

　　　¢2＝■F（¢1，0，ξ3，……，ξπ）＋ΣF’（の・，1，ξ3，……，ξη）％2

　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

であり，％2≦（HF（苅，0，ξ3，……，ξπ））ノΣF’（の・，1，ξ3，……，ξπ）’

　　　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

すなわち

　　　％2≦ΣF’（の、，1，ξ3，……，ξη）ΣF’（の1，0，ξ3，……，ξπ）

　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ

である．

　これは定理で併2のときを示す。

　ここでコp2は％1，％2の函数X2（％1，％2）である．

　一般に乞＝1，2，……，3－1まで

　　　¢‘＝濁（％、，％2，……，％乞）

　　　　＝nlF（瓦，……，Xε一1，0，ξ乞＋1，……，ξη）

　　　　　ξ

　　　　＋ΣF’（X1，……3濁一・，1，ξε＋1，……，ξπ）％‘

　　　　　ξ
　　　u‘≦ΣF’（濁，……，濁一・，1，ξづ＋・，……，ξπ）

　　　　　　ξ
　　　　　　　　　ΣF’（X17……，濁一1，0，ξ‘q，……，ξπ）

が定まり，これらX1，……，X8－1が

　　　nF（X、，……，X8－1，ξ87一・・，ξπ）一〇

　　　　ξ

一を満したとする。

　　これは，¢8についての1元方程式

　　　　HF（渇，・一，X8一・，1，ξ飢，一，ξη）¢8

　　　　ξ

　　　　　　　　　＋HF（X・，・一，濁一1，0，ξ8＋・，……，ξπ）¢ε’＝0

　　　　　　　　　　ε
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が可解であることを示し，その根は4〔定理〕によって

　　　¢3＝茄（％17……，賜8）

　　　＝■F（X・，一・，X8－1202ξ8＋17……，ξπ）

　　　　　ξ

　　　　　　　＋ΣF’（X・2……，X8一、，1，ξ8＋、，……，ξ鴛）％8

　　　　　　　　ξ
となり，％8≦（HF（X・，……，馬一、，0，ξ8＋、，……，ξπ））’

　　　　　　ξ

　　　　　　　　ΣFノ（x1，……，瓦一1，1，ξ8＋、3……，ξπ）

　　　　　　　　ξすなわち，

　　　％8≦ΣF’（X・，……，濁一、71，ξ8＋、，・一，ξπ）

　　　　　ξ

　　　　　　　　　　　ΣF’（X・，一・，濁一1，0，ξ8＋、，……，ξπ）

　　　　　　　　　　　　ξ
である．

　これは，¢b¢2β……，¢討が定理に示した形であり7町，吻，……，

％8－1が定理に示した形の不等式をみたせば，¢、も同じ形であり，％、

も同じ形の不等式を満すことを示す．

　またX1，X2，……，瓦一1が

　　　　　　皿：F（X1，X2，……，X8－1，ξ8，……，ξπ）＝0

　　　　　　ξ

を満たせぱ，X1，X2，……，葛は

　　　　　　■F（X且，X2，……，X8，ξ8＋1，・・一，ξπ）＝O

　　　　　　ξ
を満すことを示す，

　証明の前半でX、，X2について検証したから，X3，X4，……，X．も

上の形で定まり

　　　　　　　　　F（X且，X2，……，Xπ）＝0

を満す。

　各吻は各¢∫が洩れなく，重複なく定まるように範囲を定めてあ

るから，上に定めた濁（％1，晩，……，吻）は根の公式になっている．

（終）

　〔補助定理3〕　可解なπ元方程式F（¢L，……，の．）＝0の根の数は
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　　　ΣΣ…・Σ亙（Fノ（X1，……，Xη一、，1）F’（X1，……，Xη一、，1））

　　u”ロ1鉱鳳響2　　　　μ1

である．

　ただし，遊は補助定理2で定めたものであり，吻の総和範囲も同

定理に示したとおりである．

　　　証明：X、，……，Xπ一1を定めた上で，Xπを定める方程式は

　　　　F（X1，……，X嘉一1，1）¢π十F（X1，……，翫一1，0）X〆π＝0

である．

　したがって，定まったX1，……，Xπ一1すなわち定まった笥，……，

％η．1に対して，Xπは4〔定理〕によって

　　　　　．〈弄（F’（¢1，……，Xπ一1，1）F’（X1，……，2賑一1，0））

個だけ定まる．

　異る％1，……，％洞が異る（X一，……，X個）を定めるから，根の総

数は

　　　ΣΣ一一ΣN（Fノ（X・，……，Xη一・，1）Fノ（X・，一・・ンXπ一1，0））

　　鵬鶉一L　瓢口曹2　　　　μ1

となる．（終）

　前節にならって，以上三つの補助定理を総括して，多元方程式につ

いて次の定理を得る．

　〔定理〕　π元方程式

　　　　　　　　　　　F（苅，……，¢η）＝0

が可解であるための必要十分条件は

　　　　　　　　　　■F（ξ1，……，ξπ）＝o

　　　　　　　　　　　ξ

であり，根の公式は

　　［（X、，X2，……，Xπ）lX歪＝n：F（X1，……，X‘一1，0，ξ‘＋1，……，ξπ）

　　　　　　　　　　　　ξ
　　　＋ΣFノ（X・，……，X4－1，1，ξ‘＋・，……，ξπ）％5，

　　　　ξ
　　　％‘≦ΣFノ（x・，……7x‘一1，1，ξ‘＋1，……，ξ％）

　　　　　ξ
　　　　　　ΣF’（X1，……，■例，0，ξ歪刊，……，ξπ），ぢ＝1，2，……，π］

　　　　　　　ξ

根の個数は・
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　　　ΣΣ……ΣMFノ（X1，……，Xη一、，1）F’（X、，……，X鹿．、，0））
　　鎚”一L　U”一2　　　　　　脱1

である．

　例特に3元方程式
　　　　　　　　　　　　∫（の，Ψ，2）＝0

について，この定理を明示すれば，

　　　　　　　　　　　■■n∫（ξ，η，ζ）＝0
　　　　　　　　　　　ζ　η　ζ

が可解条件である．

　　　FX（％）＝H∫（0，η，ζ）＋Σ∫’（1，η，ζ）％

　　　　　　　　η，ζ　　　　　　　η，ζ

　　　　　　％≦Σ∫’（o，η，ζ）Σ∫’（1，η，ζ）

　　　　　　　　η，‘　　　　　　i，‘

　　　　　Ψ＝灰％，砂）＝■∫（y，0，ζ）＋Σ∫ノ（濁1，ζ）”

　　　　　　　　　　　　ζ　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　　　T≦Σ∫’（瓦o，ζ）Σ∫’（瓦1，ζ）
　　　　　　　　　　　　ζ　　　　　　　　‘

　　　　　　2＝Z（％，む，2〃）＝∫（X，r，0）十∫’（Xl　r，1）盟

　　　　　　　　　　　　ω≦∫’（の，Ψ，0）プノ（¢，Ψ，1）

から根（X，y，Z）が定まる．

　根は

　　　　　　　　ΣΣ押（∫’（及乳1y’（瓦y，o））
　　　　　　　　　り　　2乙

個だけある．

　α’の解十ゐ吻2’十〇’叩’2十9囎’2’

　　　十δ’〆解十〇’プ92’十♂ガΨノβ十9プ穿’2ノ＝0

について適用してみる。

　α’δノo’g・ゐ’o’d’g＝4・α＝oであるから，可解である．

　　　　　　　　　　H∫（0，η，ζ）＝6’o’4／9＝α

　　　　　　　　　　η，‘

　　　　　　　　　Σ∫’（1，η，ζ）＝α＋δ＋・＋9’＝4’

　　　　　　　　　η，‘

によって

　　　　　　　　　X（％）＝α十d勉　　　　％≦α〆4’＝9’

　％ニ0，δ，o，gダに対して
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　　　　　　　　　　　　記＝ω，θ，∫，4’

　　　H∫（X，0，ζ）＝（・’X＋♂X’）（gX＋gXノ）一gX＋αX’

　　　‘
　　　Σ∫’（X，1，ζ）＝（αX＋6X’）＋（6X＋・X’）＝εX＋9’X’

　　　‘

によって

　　　　　　　　r（％，”）＝gX十αXノ十（8X十9，X’）”

　　　　　　　　　　　”≦（4X十α’X，）（βX十9〆Xノ）＝ゐX十9／Xノ

　の＝αのとき

　　　　　　　　　　y＝α十9’”　　　”≦9ノα’＝9’

　び＝0，6，0，g’に対して，

　　　　　　　　　　　　　写＝α7θ，∫，♂

　の＝8のとき

　　　　　　　　　y＝α＋め　　”≦αノ♂＝9’

　”＝0，ゐ，6，g’に対して，

　　　　　　　　　　　　　割＝α，θ，！，♂

　¢＝プのとき

　　　　　　　　　　y＝α十b”　　　び≦α’δ＝ゐ

　砂＝0，bに対して，

　　　　　　　　　　　　　　留＝α，θ

　¢＝♂のとき

　　　　　　　　　　　y＝＝α十θη　　　η＝（ガθ＝δ

　”＝0，わに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　影＝α，θ

　　　　　　　Z（％，び，ω）＝（びxy十gxr十4XT十gX7’）

　　　　　　　　　　　　十（αXy十〇xy’十わXT十δX’r）ω

　　　　　　　　　　　　　　ω≦oX〃’

　X＝α，r＝¢のとき”≦0でZ＝g

　X＝α，y＝θのとき側≦0でZ＝〆

　X＝α，r＝∫のときω≦0でZ＝g

　X＝α，Y＝♂のときω≦0でZ＝oノ
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　X＝8，｝7＝ωのときω≦0でZ＝g

　X＝θ，y＝θのときω≦0でZ＝g

　X＝θ，y＝∫のとき？〃≦0でZ＝g

　X＝8，y＝♂のときω≦0でZ＝g

　X＝のy＝αのときω≦oで
　　　z＝9十δノω

　　　ω＝0，0に対してZ羅g，δ’

　X＝鴻y＝θのときω≦oで
　　　z＝oノ十ω

　　　ω＝0，6に対してZ＝oノ，1

　X＝4’，r＝αのときω≦oで

　　　z＝9十〇ω

　　　2〃＝0，0に対してZ＝g，ゐノ

　X＝♂7＝θのときω≦6で

　　　z＝9十〇ω

　　　ω＝0，0に対してZ＝g，び

である．

　こうして次の16個の根を得る．

　　　　　　　　　（αα9）　（α80’）　（吻）　（αd’oノ）

　　　　　　　　　（㎝9）（889）（⑳）（θ吻）

　　　　　　　　　（加）（鋤ノ）（弗・’）（声1）

　　　　　　　　（面9）（面ゐ’）（d’69）（d’θの

　個数を数えるだけならば

　　　　　　　　　　X（％）＝α十4’％　　％≦9’

によって

　　　　　　　　y（％，”）＝α十（8包十9’％’）砂”≦ゐ％十9’％ノ

となり

　　　　　　　　．／ノ（X，r，1y’（X，y，0）＝oXr＝o％

であるから
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　　　　　　　　　　　　Σ　Σ2v（o％）
　　　　　　　　　　O≦伽十σノガ初≦σ，

を計算すればよい．

　　　　　　　　　％＝oではΣ1v（o）＝4
　　　　　　　　　　　　　　り≦9，

　　　　　　　　　％＝δではΣ1v（o）＝4
　　　　　　　　　　　　　　u≦9ノ

　　　　　　　　　％＝oではΣN（o）＝4
　　　　　　　　　　　　　　暫≦o
％＝9’ではΣN（o）＝4

　　　　　u≦ウ

で4十4十4十4＝16となる．

　　　　　　　　　　　6．む　す　ぴ

　ブール代数での方程式について筆者が採り上げた限りでは一応完結

した結論を得た．当然次は不等式について同じ問題を考察することに

な殉

　ところが，ある種の問題は本稿で得た結果を使って簡単に答えられ

る．

　たとえば　　　　　　　　∫（¢）＞O

は∫（1y（0）＞0ならば，不定である，∫（1y（0）＝0ならば，その解法

は別として，根の数が

　　　　　　　　　　～〉（1）一M∫’（1）ブ’（0））

であることは4〔定理〕から直ちに明ら塑である，

　他方また，ある種の問題については多くの準備考察が必要なようで

ある，

　たとえば，連立不等式は，そのままでは単一式にまとめられない、

一つの方法は筆者が前に活用した擬項の考えを使うことである・そし

て，このとき，また次の新しい問題が生れる。それは多元方程式

　　　　　　　　　　　F（勘，……，妬）＝0

の正根をもつための必要十分条件とこの根の公式を作ることについて

の一般理論である．ここに正根とは，上の方程式の根（α1，……，砺）

でα1＞0，……，翫＞0であるものをいう
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　正根問題は理論的に面白いばかりでなく，応用とくに集団構成で大

切な意味をもつ話題であるので，続いて考察してみたい

　（1）　山田欽一：Boolean　Algebraに於ける方程式　大塚数学会誌

VIII－1（1939）

　（2）　山田欽一：可補分配束の初等的応用　一橋論双　XXI－1・2
（1949）

　（3）　山田欽一＝ブール代数に擬項を導入することとその応用　同上

XLII－2（1959）

　いわゆる述語算をブール代数に作用素を導入して組織立てる研究は

　　Halmos，P　R．：Algebraic　Loglc　New　York（1962）

がある．これはHalmos自身の研究の集録であるが，関連文献目録も

入っている．

　（4）　本稿6参照．

　（5）　山田欽一＝論理器具としての可補分配束計算具　一橋論双

XXV－2（1951）

　（6）　プール代数の公理論的研究も近来盛んであって

　　Scott　l　The　In（1ependence　of　Certain　Dlstrlbuむive　Laws　m

Boolean　Algebras　Transactions　of　the　Amenc乱n　Mathematlcal

Sciety　voL84（1957）

などがある．

　（7）　本稿3定理9の註釈参照・

　（8）　本稿4参照・

　（9）　無限回演算を採り入れた揚合の研究も多く発表されている．た

とえば

　　Chang：On　the　Representatlon　ofα一complete　Boolean　A．1－

gebras　T。A。M。S．voL85（1957）

　（10）10g　N（a）は一種のmeasureになる．measureについては

　　Hom＆Tarski：Measures　in　Boolean　Algebras　T、A．M，

S・vo16“（1948）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1963－8－19）

付記：正根問題の応用については近くHitotsubaslli　Joumal　lこ発表する。
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