
確率論的計画法について

片岡信二
序

　条件附き最大（ないし最小）を取扱う問題の中で，係数が確率変数

である揚合を総称して確率論的計画法（St㏄hastic　Programming）と

呼ぶ（1）一（9）．この論文においては，とくに，線型計画の確率化につい

て考える．以下に導入される確率化された条件式は，C五amesおよぴ

Cooperによって始められたものであるが（3）・（4），その具体的な計算法

については不満足なものがあった．筆者はこの小論において，確率変

数が多重正規分布をなす揚合に対して，いくつかの計算法を提出する．

なお，確率化された条件式を目的函数に適用することの自然な結果と

して，最大（ないし最小）化する値は，目的函数の平均値からその標

準偏差の定数倍を引いたものとなる．これは従来の単なる平均値の最

大最小問題から一歩進めて，目的函数の分布をも考慮したことになる，

得られた主な結論は次の二つである．

　（i）　条件式の変数のの係数が定数の場合（後で輸送型問題と定義

する）には，二次計画の繰り返しによって解くことができる．また二

次計画はある種の線型計画に等価であることがWolfe（lo）によって示

されている故，結局われわれの確率論的計画はシンプレソクス法で解

くことができる．

　（ii）　さらに一般に，すべての係数が多重正規分布をなす揚合は，

凸の領域での凹函数の最大化（または凸函数の最小化）の問題となり，

局所的な極値が全領域での最大（最小）値となることが保証される．

これを解く方法としては傾斜法（Gradientmethood）（11）（12）ないし，

切断面法（Cutting　plane　method）（13）がある．
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1．問題の定義

　¢（苅晩3……，娠）およぴp（勉，p2，…・り・，飾）をπ次のベクトル，

戻ゐbゐ2，……，妬）を窩次のベクトル，且（αのを肌×πの行列とす

る．さらに，これらのベクトルおよび行列の要素はすべて確率変数と

する．このとき，われわれの確率論的計画の基本式を次の如く定義し

よう．

　問題1：

subうect　to

　　　Max五

　　　Prob（3メ¢≧∫）≧β。，

　　　Prob（Σ絢賜≦δ乞）≧βε，

　　　zゴ≧0，

η乞，ブ＝1，　2一・・レ冗，

（1．1）

（1．2）

（1．3）

（1．4）

　　¢＝＝1，　2・・一一，

ここにグはベクトルpの転置を意味し，β。，β乞はあらかじめ与えら

れた確率である．

　（1，3）式およぴ（L2）式は次のような意味をもつ．係数α，ゴ，δ乞が

確率変数であるとき，線型の条件式

　　　Σαεμゴ≦b‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．5）

　　　フ

は固定されたZの値に対して必ずしも成立たなくなる．そこで，条件

式（1。5）の代りに，この条件式の成立つ確率がβ乞よりも大きくなる

ということを要請したのが（1。3）である．この確率化された条件式

は前述のようにChamesおよぴCooperによって導入されたもので

ある，さらにわ起われは，（1。1），（1。2）式によって，目的函数（こ

れも一つの確率変数である。）の値が∫以上になる確率β。を与えて，

∫を最大にすることを考える，

2．輸送型の問題

　この節においては，問題1におけるδ‘（乞＝1，2，・一・，η），pゴ（ブニ1，

2，　一，π）が確率変数で，αりは定数である揚合について考察する．



　　　　　　　　　　　　　　　　　確率論的計画法について　　41

需要量およぴ輸送費が確率変数であるときの輸送問題がこの型になり，

これを輸送型の問題と呼ぶ．

　（a）　仮定と定式化

仮定1二確率変数切は平均値防で分散σ㌦をもつ正規分布をなす．

　このとき，（1．3）式における確率は簡単な演算により

　　　㎞b（鼻凶）一㎞b（δ繋≧Σ讐一軋）（ユ・）

と変形される．仮定1から右辺の括弧の中の左辺の量は平均値0，

分散1の正規分布をなすから，確率化された条件

　　　Prob（Σαεゴ勾≦δ乞）≧β‘

　　　　　　フ

は

　　　　Σα乞拶ゴー6‘

　　　σ（フ伽）≧負　　　　（乞2）

または

　　　Σα‘ゴ吻一6‘

　　　フ　　≦σ一1（β‘）　　　　　　　　（2，3）
　　　　　σひ名

と同値となる．ここで函数σ（創）は誤差積分

　　　σ＠）一4髪∫芦吻　　　　（臥4）

である．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1図

　次にベクトルpの要素乃の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．0
平均値，およぴ分散行列（dis－

persion　matrix）7の要素を下　　　／1”’”a
のように定義する．　　　　　　　G（X）　　i　　α5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I
　　　Pブ＝物，　　（2。5）　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　陶＝E（P‘一P‘）（簿一Pノ），　　　　　『

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ql　　　Q
　　　7需（”乞，）。　　（2、6）
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　このとき，目的函数Σ働均の分散は
　　　　　　　　　　ゴ
　　　Var（ΣPμ∫）＝E（Σ（2ンーあ）勘）2

　　　　　ブ　　　　フ　　　　　　　　　　　　　（2．7）
　　　＝ΣE（P乞一勉）（P，一初）¢ゆゴ＝Σ陶劣移ゴ＝〆％
　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　げ

となる．

仮定2；ベクトルpの要素鋤（ゴ＝1，……，π）は平均値物，正値な分

散行列7（吻）をもつ多重正規分布をなすものとする＊．

　この仮定2から，目的函数p’のは平均値p’のおよぴ分散ポ晦をも

つことがわかる＊＊．したがって（1，2）式は次のように変形される。

　　　h・b（蜘≧∫）一H・b（P驚≧篶）　（2・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　≧β。，　　　　　（2．9）

故に

　　　∫一Pノ灘

　　　4漁≦σ一1（β・）・　　　　　　　（2…）

または，

　　∫≦P’」P＋σ一1（β。）》’蕊．　　　　　　　　（2．11）

　附録Aに証明されているように，函数、／蕊は凸（convex）で

あるから，次の仮定が成立つときσ一一（β。）は負となり，（2．11）式の

左辺は凹函数となる。

仮定3：　　β。≧0，5

この仮定は，一般にはつねに許容されるものである．

　（1，1），（2。11），（2．3）から，われわれは次の非線型計画の問題を

得る．

問題2。1＝Max∫1＝p’¢＿gぜ弼，　　　　　　　　　　（2．12）

＊　たとえば，Kendall　M．G．，A，Stuart，丁馳。4伽απ084丁加o矧夢S如‘∫舘‘03，1958，p。350。

＊＊　（2・7）式よりyは非負値（positive　semi・de且mte）行列であることがわかるが・後の議

論を簡単にするため正値行列とした。
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subject　to　　　　五餌≦ゐ＊，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，13〉

ここ昏こ　　　9＝一〇一1（β。）≧O，　（～‘＝一σ一1（β‘），

　　　　　ゐ乞＊；br9乞σり¢

である．

　次へ進む前に，一つの線型計画の問題と仮定を設けておく．

問題2．0：　　　Max　p・餌

subject　to　　　　　。4必≦δ＊，」P≧O。

仮定4：問題2．Oは歴≧Oであり有限な最適解動をもつ．

　（b）Kuhn－Tucker条件

　前述のように，問題2．1の目的函数は凹であり，その条件式は線

型で，従ってその領域は凸であるから，次のKuhn－Tucker条件（14）

を満足する解のは問題2．1の最適解となる．

　すなわち，F■（¢，％）を一つのLagfange函数とし，妖苅，」P2，……，

妬）および恢物，吻，……，㌦）を非負ベクトルとするとき，

　　　F1（¢，％）＝ΣP殉一94Σ”f拶卿ゴ＋Σ％ε（わ名＊一Σα乞ノ吻）

　　　　　　　フ　　　　　　　　η　　　　　　　　　乞　　　　　　　　フ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2。14）

に対して，二つのベクトル2（21，商，……，姦）およぴ灰噺，砺，……シ

砺）が

　　　　　　　　　　　9Σ殉δ，　　　　　　　　　　＾
　　　（鷺）ε蕊一物一毒島動一早緬に謡1；1；

　　　　　　　　　　　呂ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2。15）

　　　（鋤）2　一聯に謡：；1　（λ・6）

なる関係式（2．15），（2．16）を満足するとき，この2は問題2．1の解

となる，以上が，この問題2，1に対するKu五n－Tucker条件である．

、
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　（c）　最適解のいくつかの性質

定理1：仮定4が成立つならば，問題2，1は有限な最適解をもつ．

証明：問題2．1の一つの可能解（feasible　solution）∬力弐もし次の関

係，

　　　P’灘一9》〆y切＞P’£。

を満すとき，g≧0であるから，

　　　グ¢＞愛ノ£。

である．これは2。が問題2．0の最適解であることに反する．したが

って，問題2．1のいかなる可能解のに対しても，

　　　P’劣一9》〆殉≦P／2。　　　　　　　　　　（2．17）

である．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω。E．D，

定理2：もし8および蕊が問題2．1の目的函数方の最適解である

ときは，ヵの最大値は幌劉2に等しい．

証明：勾を（2，15）式のおのおのにかけて加えると，不等号の成立

つ揚合は吻はoであるから，

　　　　　　ε’7ε
　　　遡嘱醐£＝o・

従って，われわれは再ぴ次の関係式をうる．

　　　P’ε一942！y2＝伽δ，　　　　　　　　　（2。18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9、E．D．

　この関係は目的函数の一次同次性に由来するもので，線型計画にお

いても同様な性質があった．これは数値解の検算の一方法を与えるこ

とになる．

　（d）　補助の二次計画

　非線型計画問題2．1の計算法を見出すために，われわれは次の二

次計画を考える，
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問題2．2：　　Maxゐ1＝グ¢一』一ポ砺，　　　　　　　（2，19）
　　　　　　　　　　　　　　2R
　subject　to　　　　　　　∠勧≦δ＊，ω≧0，　　　　　　　　　　　　　　　　（2．20）

ここにRは正のパラメーターである．

　〆陶が正値二次形式であるときは，この目的函数五1は凹である

から，凸領域（2．20）内で方■の局所的極大値は最大値に一致する．

問題2．1の解法を与えるものとして次の定理を得る．

定理3：もしも，問題2。2の一つの解妖E）が，

　　　R＝4鋭R）’伽（R）　　　　　　　　　　（2、21）

という関係を満足するならば，妖R）は問題2．1の解である．逆も

成立つ．

証明二妖R）が問題2．2の解であるためのKluhn－Tucker条件を書

き下すと，F1■（¢，％）をLagrange函数として，

　　　F・・伽）字舳一毒馳躍ノ＋耳礁＊ず嚇）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．22）

　　　（譲）禽蕊一あ一箒購一写呵…ll瓢1（ユ23）

　　　（需）δ画・一多一　｛書撒；ll（乞・4）

ただし，上の式の中の2，⑳はパラメーターEの函数鼠8），嵌E）を

省略して書いたものである，

　さて，妖E）が（2，21）を満足するとすれば，条件式（2，15），（2。

16）と条件式（2．23），（2．24）は全く同じくなるから，妖E）は問題

2．1の解である．逆に，問題2．1の最適解のに対して，次のように

Rをおくならば：

　　　R＝、／〆％，

このRが0でないとき，これを（2．15）の分母と考えると，（2．15）
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は（2．23）と全く同値になるかる．したがって∬は問題2．2の解で

もある，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9．E．D．

行列7は正値行列と仮定したので，ガ7zが0となるのはの＝0のと

きである．諮＝0が問題2，1の解でない条件は後で議論する．

　Wolfe（10）によれば，どんな二次計画も等価な線型計画に直せるので，

われわれの非線型計画も同様な方法で計算されるであろう．

　γ（R）＝4妖Rメy妖R）の形の函数について，その性質を二三注意

しておく．

定理4：函数γ（E）はRについての単調非減少函数で，有限な極限

値をもつ．

証明：Rを無限大に近づけると，（2．19）の非線型項は0に近づくか

ら，問題2、0となる．従って，

　　　1imγ（R）＝而。17の。

　　Rゆoo
　次に，の瑠を問題2・2の解とし，これに対応するRをR¢，1もと

する．このときわれわれは次の不等式をうる，

　　　　　9　　　　　　　　9　　物一露ポ殉≧掬一可’7払

　　　4　　　9　　　　　　　　9　　　P写　　ず吻≧グ詔一一〆％．
　　　　　2Rγ　　　　　　2R“

この両辺を加えて整頓すると，

　　　（R』一場）（の’殉一〆7写）≧0　　　　　　　　（2，25）

をうる。これから直ちに，E¢＞動ならぱ，プ7Z≧ず吻なることが

わかり，平方根函数は単調増加であるから，7（R）は単調非減少であ

ることがわかる、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g，E，D．

　さて，条件（2，23）および（2、24）はRの充分小さいところで，¢ノ

はEに比例し，毎＝0であることを示している．すなわち，

　　　　　R
　　　¢ゴ＝一む（ブ＝1，2・一・，π）．　　　　　　　（226）
　　　　　9
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ここにりは丑に無関係なの方向のベクトルである．吻を（2，23）の

各条件式にかけて加えると，

　　　ΣPゴ　簿一力

となり，それ故，

　　　曜耐静一吾研　　（2・27）

を得る．

定理5：

　　　1
　　　－4死≧1　　　　　　　　　　（2，28）
　　　9

なるとき，問題2ユの単一の（または，縮退した）解が得られる．

証明：Rが無限大に近づくと7（R）は一定値Toに近づく．従って，

ある小さなRの値に対してE＜7（E）ならば，曲線7（R）は直線7＝

Rと一点または線分で交わるであろう．問題2．1の目的函数は凹で

あるから，決して離れた二つ以上の点で交わることはない．線分で交

わるときは，

　　　9＝、／声，、／ω〆％＝刃

　　　　　　　　　丑であり，プ＝P’む，P’の＝一少’6＝gE

　　　　　　　　　　9
故に　　グの一g》プ陀＝0（Eに無関係）

となり，縮退することになる．　　　　　　　　　　　　g．E．D．

　（e）数値例

　非線型計画，問題2ユを例題について具体的に計算してみる．

例題： 饗｛1二1：監1二1：ll

　　　　り21＝77”22＝20

　　　　α1F2，α12＝1，ゐ・＊＝3　　　　　　　（2．29）

このとき，われわれの非線型計画は，
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　　　Max∫、＝10¢L＋12必2－9410¢12＋14¢1の2＋20鞭

subject　to　　　　　　2¢1十¢2≦3，¢エ，¢2≧O，

となり，その補助の二次計画は

　　　Max∫11一・0¢1＋・2の2」L（・0の12＋14¢1¢2＋20の22），

　　　　　　　　　　　　　2R

subject　to　　　　　　2∬1十¢2≦3，¢1，∬2≧0

となる．

　まず第一に，楕円∫■1＝constの中心の座標を計算しよう，

　　　伽■　　　　　　　E
　　　一＝0：10苅十7娩＝10一，
　　　∂の1　　　　　　　　　9

　　　伽■　　　　　　　R　　　一＝0：7」r1十20¢2＝12一，
　　　∂即2　　　　　　　　　9

これらをといて，

　　　　　116　R　　　　50　E
　　　即1＝一『7劣2＝＝一7＝＝『『
　　　　　151　9　　101　9

を得る・充分小さい丑に対し　　　　　　　2図

ては，前述したように，これら

はKlulm－Tucker条件を満す．

2図において，Eが増加するに

従って，中心は

　　　2の1十の2＝3

という直線の方向へ原点から動

いて，点Pに到達する．そこ

では

　　　詔1＝1．234野¢2＝0．532，

　　　E
　　　一＝1．606，
　　　9

　Q
3

2

1

P

ノ

’

（2。30）

（2．31）

（2．32）

（2，33）

（2，34）

’

o 1 2 3

　　　個一i4　｛1：1器ll二1：ll　（盆35）

という結果を得る．点Pに到達してから，最適解は2苅＋飽＝3上を

9の方へ動き，そこへ到着する．Pとgの間の，問題（2．32）の解



　　　　　　　　　　　　　　　　　確率論的計画法について　　49

は，楕円ヵ■＝定数と，線分P9の接点として求められる・すなわち，

　　　ガπ御11み11伽2　　　　　　R　　　一＝　　　　十　　　　　　　　 ＝0：4の1十33‘～ン2＝14一，
　　　伽・∂の1∂¢2伽　　　　　　9　　（2．36）
　　　　　　　　　　　　　　　　2の1十の3＝3，

これらから

　　　　　99　　　14　　1窄　　　　　　　　12　　　28　　R

　　　¢、＝一一一rの2＝一一＋一r　　　　（2，37）
　　　　　62　　　62　　9　　　　　　　　62　　　62　　（Z

。点9において，

　　　　　　　　　R　　99
　　　詔1＝O，の2＝37一＝一7
　　　　　　　　　　9　　14
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．38）
　　　俳42・X9一漉一｛111111器二1：ll

なる値を得る．このRよりも大きい値に対しては，問題2。2の最適

解は9点に留り，これは問題2．oの解に他ならない，

　βo＝0，95と0．99の二つについて，曲線γ（R）が3図に示されてあ

る，βo＝O，95に対しては，KE）と直線7＝Eとの交点は9点に到達

してから後で交わっているから，問題2．1，（2，30）に対する解は

¢1＝0，z2＝3であ蚤。しかしながら，βoニ0．99に対しては，Pと9

の間に解が存在する．（2．37）の苅，範を使って，

　　　R＝而ノ％

　　　　　　　　　　　　　　3図

　　　　　14．一一一一
　　　　　　13，4

　12
r　R

　10

Ω
∪
ハ
Q
　5ぢ辱’

4

2

o

βo＝O，95

＼
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　　　　　1『　　　　，

　　　　　1　　　　　　ロ　　　　ま

ドn－R　i
I　　　　I

　　　　　臨‘　　　　陰

　　　　　一8　　　　1

　　　　　ロド　　　　ロ

I　　　l　　　　　I

　　　　　－I　　　　I
I　　　　　　　　　　　　l

　　一ロ　　　　　　　　　　　　　じ

　　ドl　　　　　　　　　　　　　I
l　　　I　　　　　　　，

　　一l　　　　　　　　　　I
　　I　　　　　　　I一

，　　　l　　　　　　I
－　　　　I　　　　　　　I

じ　　　　ド　　　　　　　ト
ド　　　　　　　　　　　　　　ド
111．6　113，6　　　｝164

2468101214・16
R



　50　　一橋大学研究年報　自然科学研究5

を満すRを計算すると，8＝7．274を得る．結局問題2，1，（2．30），

（2，31）はβo＝0．95と0．99に対して次の解をうる．　
　
｛　　　β・＝0・95，ε1＝0，診2＝3，噺＝4．6434，γ＝R＝13・416，

　　　9＝1．645，Pノ£＝36，∫、＝13．391，蕊ノ且ε＝4．6434×3＝13。390。　
　
｛　　　β・＝0．99，£且＝O，8897，δ2＝12206，蛮＝2。2150，γ＝R＝7．274，

　　　9＝2，323，Pノε＝23，544，∫戸6，646，幌’莇一2215×3＝6。645．

ここで，ヵと蕊’莇が大体等しいことは計算のcheckになる．また，

2図の線分一P9上で，目的函数（2．30）を直接に計算しても同じ結果

が得られる，

　この例は特別な揚合であるけれども，われわれは，いくつかの興味

深い事実を見出す．activity¢2の利益は12での1のそれより大きい

から，低い管理水準（0．95）のもとでは＆ctivityの2だけを使用する

とよい，しかし高い管理水準（0，99）では，晩の利益の分散匂22も比

較的大きいから，鞄だけを使用することは危険であり，¢1と混合し

て用いた方がよいという結果になる．すなわち，ここに，確率論的計

画の意味がある．更にくわしい計算をおこなえば”12の影響などもわ

かるであろう．

3．計算法の概観

　前節では，簡単な例題のグラフによる解法を示したが，大きな問題

に対しては，計算機に適した計算法（algorithm）を必要とするので

あろう．現在，二つの方法が考えられる．一つは繰り返し法で他は内

挿法である．

（a）繰り返し法

手順1：問題2．0よりγo＝V’鋸7¢を求め，Rの初期値とせよ。

手順2：このRを使って問題2．2を解き妖R）を求めよ．もし，

F∀厩＝Rならば，¢（R）が問題2，1の解である．手順3に移

れ，もし7＜Rならば7の値をRとし，この手順2を繰返えせ．も



　　　　　　　　　　　　　　　　確率論的計画法について　　51

しγ＞Rならば誤りである．　（γ（R）は単調非減少であることに注意，

4図参照）

手順3：解の縮退が起っているかどうかをテストするために，Eを

∠Rだけ減少して，交点が依然として7；Eの上にあるかどうかを見

る．もし，縮退していれば，この手順3をはじめから繰返えせ．もし，

最早縮退た解がなければ，計算を終了せよ．もしも充分小さな丑に

対して交点が見出せないときは，われわれは，無意味な解灘＝0を得

るであろう．

（b）内挿法

手順1＝問題2．0を解いてR・を得よ．R・に対して問題2，2を解き，

KR。）を得よ．もしR。＝7（R。）ならば計算を止めよ．7（E。）＜E。な

らばEoをRんに，7を
㌦とせよ．ここにR泥，㌦

は4図の点Hの座標で
ある．定理5の（2．28）

が満されているとして，

小さなBに対して点L
をとり，その座標を扇，

ηとせよ．

手順2：線分L丑とγ＝

Rの交点盟を計算せよ．

遅の横座標をR皿とし，

E恥に対して問題2を解

きγを求めよ．

この手順2を繰返えせ．

手順2を繰返えせ．
よ．

o
h
r

R
r

4図

な

n昌R

L
　1！1

！ M

H

εR Rm Rh R

　　　　　　もし，㌍＜E処ならぱ丑mを疏とし，7を㌦として，

　　　　　　　　　R皿くγならぱ，R皿を扇，γをηとしてこの

　　　　　　　　γ＝Rπならば，前と同様にして縮退をチェックせ

　　もし縮退がなければ計算を止めよ，

　両方について，Wolfeの二次計画の方法はサブルーチンとして用い

ることができる．
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4．検討と一般論への展望

（a）　¢＝Oの解

　理論的には，計算における不必要な努力をしないために，の＝0の

存在するための必要充分条件を簡単な形で見出すことが望ましいけれ

ども，今回は存在しないための充分条件のみにとどめておくことにす

る，（2ユ2）式の方を勾について微分すると，

　　　aズ」　一　　Σ陶職

　　万＝姻4∬’7劣　　　　　　（4・1）
を得る。ε㌃を充分小さくとって，点．Pκ（0，0，・…・・，ε産，0，……0）を考

えると，

　　（農）論一9妬＞鉱　　　（4・2）
　　　　　他は0

　　　　　　　副4石＞9

ならぱ，ヵはこの点の一政の近傍で増加しておりヵは連続であるか

ら，原点∬＝oは最大点ではない．実際問題としては，平均値と標準

偏差の比は2。323（βo＝0．99として）より大きいから（もしそうでな

いときは，ヂータの不確定性が非常に大きいということになる．）許

容しうる仮定である，さらに（4。2）はブ＝1，……πのうちで少くとも

一つについて成立てばよい．

（b）最小値問題

　これまでは，最大値間題のみを取扱ってきたが，（1．1），（1．2）およ

ぴ（1．3）の代りに，

　　Min／1　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）
　　Prob（o’ω≦∫）≧βoン　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，4）

　　Prob（Σα吻勘≧ゐ乞）≧βづ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．5）

　　　　　フ
　　　　　　　紛≧0，
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という問題を考えることができ，これらは，

　　　Min∫＝δノ計9ぜの’％，　　　　　　　　（4・6）

　　　Σ物紛≧δ乞＋9乞伽，紛≧o　　　　　　　（4・7）
　　　フ

という，前と類似な問題に書き直すことができる，これは，凸領域に

おける凸函数最小の問題であることは直ちに分り，同様な方法で解け

る．

（c）　より一般的な確率論的計画

　最後に，より一般的な確率論的計画について述べる．すなわち，

（1，3）におけるαりも多重正規分布をなす揚合である．このとき，

　　　Prob（Σα吻紛≦わ乞）≧β乞

　　　　　　フ

は魚≧0、5であるから

　　　（6rΣ向¢ゴ）一9掃σδ乞2＋2Σ町灘，＋Σ鞠κ¢疎≧0（4・8）
　　　　　　　　　　　　　　　』　　　　　　フ乃

となる．ここに二

　　　（1乞二一σ｝1（β乞）≧o，砺ノ＝Eαεゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．9）
　　　吻＝E（わrδ乞）（α‘ゴー動），卿蜘＝E（α‘ゴー動）（α猛一娠）・

（4．8）の左辺の根号は確率変数δ乞に対するdummyな変数として

∬π＋1を考えれば，》〆砒の形をしており，これは附録Aにより凸

であるから，∬π＋1…1と置いても凸性は失はれない，従って，（4，8）

の左辺はωの凹函数であり，（4．8）はのの凸領域となる，

　そこで，われわれの問題は，

　　　ムlax　　茜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．9）

　　　　　　　　れ
蛛αわ〇一 舳㌣加鋤≧軌
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，10）

　　　　　　　　れ　　　　　　　一Σ喝勿一9‘　　　π　　　π　　　　十6乞≧Oy
　　　　　　　　フ弓1　　　　　　　σ麗2十2Σ卿躍¢ゴ十Σ死σ¢ゴ産¢ゴ劣κ

　　　　　　　　　　　　　　　　　フ＝1　　　　ン左＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）

　　　　　　　　　　　　　　　ω」≧O
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となる，もし少し見やすくするために，（4．10）（4．11）を

　　　9・（¢）≧0　　　　　　　　　　　　（4，12）
　　　9‘（灘）≧0，仁1，……，π，　　　　　　　　　　　　（4．13）

とおくと，g、は凹函数である

　さて，附録Bより，g乞（の）≧0が凸領域でg‘（¢）が微分可能なとき

は，曲面g乞（の）＝0上の一点¢oでの接平面よりつくられる領域，

　　　　　　∂
　　　⑰一¢・）蕊9乞（ω・）≧0　　　　　　（4・・4）

は凸領域g乞（¢）≧0を含むから，Kelley（13）にならって，切断面法（Cutt－

ing　plane　method）で逐次近似的に解に近づくことができる．

　以上は切断面法であるが，問題の凸性がわかっているから，傾斜法

によっても解は得られるであろう．これらはすぺて今後の研究課題と

なる．

附　　録A

定理A：、／〆ylのは凸函数（convex）である．

証明：砂，Ψおよぴ～は次の関係をもつベクトルとする，

　　　2＝λ¢十（1一λ）穿，0≦λ≦1．

このとき，

　　　　Sign｛4弼一（λ4の’砺＋（1一λ）σ7写）1

　　　－Sign｛（〆73）一（え而’偽＋（1一え）4“7穿）2｝

　　　一Sign｛λ2プ殉＋2λ（1一λ）ω’吻＋（1一λ）2ツ’吻

　　　　　　　一え2のノ％一2λ（1一え）而’％吻ノ吻一（1一え）29’嘲

　　　＝Signl2λ（1一え）＠ノ7r》∬ノ％》写’7Ψ）｝，　　（a）

行列7を非負行列（positive　semi－de且site）とすると，任意の実数6

に対して，

　　　（勃＋即）’7（謡＋Ψ）＝62〆砺＋2勘ノ吻＋写’吻≧o

故に

　　　（〆吻ア≦（プ伽）（ず吻），
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　　　〆吻≦》’プ砺、／写’吻・

したがって，sign　function（a）は非正となり，

　　　、／〆砺一（λ4ガ偽十（1一λ）4ず吻）≦0

を得るから，》7％は凸（convex）である，　　　　　9．E，D．

　　　　　　　　　　　　附　　録B

（i）g（の）がのの凹（concave）函数であるとき，領域g（の）≧0は

凸である．

（ii）　このg（の）≧0に含まれるすべての点詔は，g（詔o）ニoを満す点

¢oにおける接平面によってつくられ半空間（half　space）

　　　　　　　∂
　　　（¢一∬o）一9（のo）≧0
　　　　　　∂劣
　　　　　　　　　　∂
内に含まれる．ここに万5gはgのgradient　vectorを示す。

証明：

（i）　o≦え≦1なるλをとり，ω，Ψをそれぞれ、g（ω）≧o，g（写）≧oを

満すベクトルとするとき，gはconcaveであるから，

　　　g（為十（1一λ）Ψ）≧λg（ω）十（1一λ）g（の≧0．

故に　g（¢）≧0は凸である。

（ii）　gはconcaveであるから，

　　　9（¢0）十λ（9（の）一9（の0））≦9（の〇十λ（¢一諾0））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　　　＝9（の＋λ（…・）厩9（の）＋0（λ2）・

故にえ→Oとおいて，

　　　　　　　　　　　　　∂
　　　9（¢）≦9（¢・）＋（¢一の・）石9（¢・）

を得る。g（範）＝0，g（¢）≧0であるから，

　　　　　　　∂
　　　（の『の・）蕊9（の・）≧0

となる，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω、E，D．
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