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三次行列と幾何

　　　　　　　　　　　　藤　末　　宏
三次行列と二次座標平面上の点との対応関係にいては，既に，合薫難

研究2一橋大学研究年報〔1960〕に於いて，述べられている・ただ

あの論文では群と曲線との対応についてであらたが，ここでは変数必，

写の間に何等の函数関係をも付けない場合を書いた。

　また何も断わらない場合は，P1は行列Xに対応する点であり，

P2は行列X2に対応する点であるときめておく、

　　　　　X3ニπXなる三次行列と幾何（1）

￥

・定理一・x一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X3＝％X，X2キ±ぜπXπ∈盒eld　K（指標は2でなく，一万，、／π

　　　　　　　∈X）一X2キEl　　ならば，
　　　　π
　　l　X　l＝0，¢一＋の5＋¢g＝0，が成立する．

　　　　　1　　　　1　　　　　　　1　　　　1
〔証明〕81－2拓X＋万X2・　一2而X＋万X2・

　　　　1　　　θ3＝一X2はidempotentで，
　　　　π
　　θ、82＝θ2θ1＝0，θ3＝81＋ε2

　ε、が単位行列のときは，成立する。θ3が単位行列でないならぱ，

61，θ2の対角元の和は1で，各行は比例をする，よって，

　　X1＝¢12十¢2¢4十鞠伽，X2＝苅晩十¢2跳十範の8，y1＝¢4苅十¢5鈎

　　　物6¢7，y2＝躍2＋¢52＋¢6¢8
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　　1　　　　1
±　　　＿劣1十一Xl
　2〉’％　　2π

　　1　　　　1
±　　　＿ω2十一X2
　2〉’π　　2π

　　　　　1　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　1
　　　±　　＿鞠十一｝71　　±　　＿¢5十一聡
　　　　　24π　　2π　　　　2、／π　　2π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（複号同順）…甲＜1）

　　　　　1
また，E一一X2はi（1empotent元である．故に，
　　　　π
　　　　　1　　　　　1
　　　1一一X1　　－X2
　　　　　π　　　　　　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜2）
　　　　1　　　　　　　1
　　　　－r1　　1一一y2
　　　　物　　　　　　　　　　π

（1）と（2）より，

　　の1十劣5十¢9＝0，0r謬1＝謬5＝記9

同様に，

　　苅鞠十∬2鞠十¢3鞠＝X3，鞠鞠十¢5趣十¢6¢g＝r3

とするならば

　　　　　1　　　　1　　　　　　　1　　　　1
　　　±　　　詔2十一X2　±　　＿¢3十　　X3
　　　　2》1万　　2π　　　2》’π　　2π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（複号同順）
　　　　　1　　　　　1　　　　　　　1　　　　　1
　　　±　　＿端十　　y2　±　　＿娩十一y3　　　　2〉’π　　2π　　　2》’π　　2π

よって，∬1十鞠十¢g＝O　or¢3＝0，

〔定理2〕¢1＋鉛5＋¢9＝0，iXl＝Oならば，

　（i）X3＝πX

α・
iii三難i≡ilil撚ii〕蘭E¢蜥

である．ここに，π＝一z1¢5一¢5¢9一¢9¢1十¢2¢4十鞠鋤十¢6¢8・・〈3）

である．

〔証明〕

　　X2rエーX王r2＝（の12＋塀5＋¢52＋御4＋軍7＋¢6の8）（の1の5一軍4）

　　　X3y2－X2y3＝（∬且2十¢1為十z52十¢2侮十jp3z7十端¢8）（¢2¢6一鞠¢5）
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が成立する．

〔定理　3〕　¢1十¢5＋鞠＝0，l　x　i＝0のとき，座標平面に於いてX，

X2，θ1，82に対応する点それぞれP1，P2，P3，P4とするならば，P1－P2

は定直線P3．P4の上にあり，

　　（P上P2，P3P4）＝一1

である．（以後，断りなければ颪は座標軸に平行でないとす，）

〔証明〕

　　　PIP3　　－1
　　　颪　 4π

　　　（の、¢7＋¢3ω4＋の7の9）¢＋（の2¢7＋の曲＋¢8の9）叶¢3の7＋諾曲＋ω92

鋤の十鞠9十鈎

厄 1

瓦瓦　ぜr
（¢1Z7＋¢曲＋Z7諭計（¢2劣7＋¢曲＋¢8ω9）叶の3¢7＋劣曲＋記92
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7X’　　UZ’

　　　　y　　　r　　　z／　　X’

　　　　　yz’　　7z　　　　＝　　一　　＝y’一1死
　　　　　z　　　r

　　　　　u7　　　　一　　　，＝yノーX，
　　　　　7
　（ii）　UZ’｝7＝ZX’7

（iii）X＋r＋研＝2π　　1

が成立する．

＝X－PV，
　　　　　u

yz’　　X’Z

　X’
7X’

z z’ u
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〔定理　5〕　I　X　l＝0，¢汁¢5＋即g＝0のとき，

　　　（¢，霧）と．P2を結ぶ直線は定点，

　　　9（一妾・釜）

を通る。9は行列が一πEに対応する点である．

〔定理　6〕　X3＝πX（π≒0），X2キπE

なるとき，P1と（一¢，穿）を結ぶ直結が定点を通るための条件は，

　　　鞠U十¢7V＝0ン¢8X’十侮V＝0，¢77＝¢2Ul飽¢6¢7＝鞠∬4鞠

である．また定点は

　　　（葺・号）

である．

〔定理　7〕　X3＝πX（π≒0），X2≒πE

なるときジPエと（の，一写）を結ぶ直線が定点を通るための条件は，

　　¢77十趣U＝0，侮7＝鞠X’，鈎｝7十¢2Uニ0，∬2端¢7＝∬3鈎¢8

である．また定点は

　　（嘉・号）

である，

〔定理　8〕　X3＝πX（πキ0），X2≒πE

なるとき，P1と（一の，一穿）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　の77＝¢8Ul鋤｝7’十z5U＝0，¢77十娩Uニ0，範の6勘＝鞠簸¢8

である。

〔定理　9〕X3＝ηX（η≒0），X2キηE

なるとき，為と（一あ，写）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　x　z　圓却一鳩鯨1よ（÷・芸）
である，

〔定理10〕　X3＝πX（π≒0），X2≒πE

なるとき，P2と（¢、一Ψ）を結ぶ直線が定点を通る条件は，
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　　IV＝X＝π，X’＝U＝Z＝y’＝Z〆＝0

で，定点は

　　（号譜）

である．

〔定理11〕　X3＝πX（πキ0），X2≒πE

なるとき，P2と（一の，一Ψ）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　Z＝y＝｝V＝X’＝0，X＝y’＝π

で，定点は・

　　（o，o）

である

〔定理12〕　l　X　l＝0，苅十の5十¢9＝0

のとき

　　ー＝－＝丑，－＝ヱニ＝ヱー，＿乙＝∠一＝ヱ
　　　¢1　¢4　の7　の2　¢5　の8　劣3　の6　Zg
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…・・（4）

ならば，

　（の，一穿）とP、を結ぶ直線は，9を通り，角∠丑9P2の内角，外

角は颪，颪によって二等分される．逆にこのことが成立するのは

（4）なるときである。

〔証明〕逆の揚合は，

　　（÷一多嚢i辛菩）（誓≡幕欝影）

　　　＋（箸誓緋署x募一≡幕答署）

　　　　　　　（庶一の2y）2

モ
　　

　一

y2（石「の8＋▽）2

U讐一論，｝π（π≒・）

よりなる．

〔定理13〕　¢11¢2：¢3≒詔4：の5：詔6，¢4：¢5：端≒偲7：∬3：¢g　r

　　　　¢マ：の8＝の9≒の1：¢2：の3
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〔証明〕等号が成立するものとすれぱ，のはidempotentにXの元

を掛けたものとなる．

　　　　　　　　　　　〔定理14〕　X3＝πX，一X2キE（π≒O）
　　　　　　　　　　π
なるとき，P2（ξ2，η2）とするならぱ，P1と（一ξ2，0）を結ぶ直線が

定、点を通るならば，

　　　為X『の4r＿詔1¢5一必画　　　　記6r一¢5Z　　Z

　　　劣5U一の47　U，の6U一¢5｝V－7，
　　　　　の4Z一の6X　　　　　Z
　　　　＝　　　　＝　　　　　　　　　　……（5）　　　　　餓｝V一趣U　　鞠¢9一端鞠

である．定点は

（器i篶鍔器≡甥・謡…ll5）

である．逆も成立する．

〔証明〕P1と（一ξ2，0）を通る直線の方程式は，

　　　　畿1窪iξ＋（畿辛釜＋髪1篶調η

　　　　＿のゆ＋¢昭＋¢6　X¢＋鞠＋Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　z7¢＋¢8写＋鞠　砒＋匝＋｝V

である．よって，

　　　一¢4Uξ十（鋤X十¢1U）η＝鈎X

　　　一（¢47十¢5U）ξ十（謬8X十」P7y十¢2U十¢17）η＝鈎r十の5X

　　　－z57ξ＋（∬8r＋」P2V）η＝¢5y

　　　一（撮V勃6のξ＋（∬gX＋¢7Z＋¢躍＋¢3のη一の4Z＋の6X

　　　一（Z調勃67）ξ＋（の4Y＋の8Z＋の37＋¢2吻η一詔5Z＋の67

　　　一¢6凧ξ十（劣gZ十の3｝V）η＝の6Z

従って

　　　1ゲ（一の6ξ＋の3η）＝（¢6－Zgη）乙　U（一の4ξ＋苅η）＝（¢4一砂7η））Xl

　　　v（一¢5ξ＋¢2η）＝（の5一¢8η）y

　　　（U＋y）（一鈎＋¢6）ξ＋（侮＋¢2）η）＝（X十r）｛¢4十為一（¢7

　　　　＋∬8）η1
、
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（7＋1ゲ）（一（ω5＋詔6）ξ＋（詔2＋∬3）η）＝（r＋Z）協＋の6一（Z8

　＋灘9）η1

（U＋7）1一（¢4十¢6）ξ十（鋤十範）η｝＝（X十Z）＠4十¢6一（¢7

　＋劣9）η｝

U≒0であるから，

　　　X　　　　　　r　　　　　　Z　　　　　U
　　　一記4ξ＋∬、η　一の5ξ＋の2η　一¢6ξ＋詔3η　の4一の7η

　　　　　　7　　　　　1v
　　　　　¢5一の8η　　の6一の9η

〔定理15〕X3＝πX（π≒0），X2≒πE

なるとき，P2と（一ξ1，0）を結ぶ直線が定点を通る条件は（5）であ

る．定点は前定理と同じ点となる．

〔証明〕　l　X　l＝0ならば

　　鈎7一端U＝苅r’一の8X／7苅y一の5X＝苅yノー娩X’

が成立する．故に前定理と同様に証明せられる．また定点も前定理と

同じ点となる，

　従って，次の定理を得る．

〔定理16〕　X3＝πX（πキ0），X2≒πE

なるとき，P、と（ξ2，0）を結ぶ直線が定直線でなく定点を通る条件

は，

　　　¢1ω5一¢2ω4　躍r解6　の2の6一躍5　の5X一鞠y
　　　郷8一耶7　躍7一ω4の9　砂5躍9一の6の8　の47一ω5U

　　　　　¢6y一詔5Z　　鈎Z一謬6X　　　ニ　　　　＝　　　　　　　　　　　・・（6）
　　　　　¢5｝V一の67　ω67一鞠研

である．定点は

　　（1垂i舞畿罪…鰐考影≡li多）

である．

〔証明〕P1と（ξ2，0）を通る直線の方程式より，

　　U（詔4ξ一¢1η）＝X（鈎一の7η）

　　y（ω5ξ一¢2η）ニr（¢5一の8η）
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吹¢6ξ甥3η）＝Z（の6一詔9η）

（U＋V）1（の4＋詔5）9一（詔・＋∬2）η｝一（計r）（劣4＋¢5一（の7＋の8）η）

（U十曜）｛（侮十端）ξ一（瑚十範）η｝＝（の十Z）（侮十鞠）一（鋳十鞠）η）

（7＋研）｛（の5＋¢6）ξ一（の2勃3）η｝一（y＋勿（の5＋躍6一（躍8＋¢9）η）

　よって，

ω4一詔7η 必5『∬8η＿∬G一謬9η

∬4ξ一の・η　の5一勧　 の6ξ一の3η ヱ
あ

一一
予
…

u一一一

か，または

　　　　x　　　　　　r　　　　　　z　　　　　　7
　　　の4ξ一劣・η　の5ξ一卿　 蜘剛7η　¢5一の8η

　　　　　　研
　　　＝　　　　　　　　　　　　　　……（8）
　　　　　灘6一即9η

ξなるが，定理により（8）のみ成立する。

　また，iXI＝0であるならぱ，

　　ω47一鞠U：端IV一端V；端U一¢4IV

　　　＝の77一詔8U：z8｝V一¢gV：のgU一の7『

　　　＝謬4y一の5X：¢5Z一の6y：詔6X－z4Z

　　　＝zly一¢2X：¢2Z一¢3｝7二の3X一の1Z

が成立する故に，定理の結果を得る．

　同様にして次の定理を得る．

〔定理17〕　X3＝ηX（π≒0），X2キπE

なるとき，P2と（ξ1，0）を結ぶ直線が定点を通る条件は（6）である．

また定点は，

（鴇醤袈畿募（畿粉
である．

〔定理　18〕　X3＝πX（n≒0），X2≒ηE

なるとき，．P1と（ξ2，0）を結ぶ直線が定直線でなく定点を通り，P2

と（ξ且，0）を結ぶ直線が定直線でなく定点を通る条件は，（6）である．
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また定点は，

　　（1差：慧辮三留豊5三謝

である．

〔定理19〕　X3＝πX（π≒0），X2キπE

なるとき，為と（ξ，η）を結ぶ直線上に（一ξ1，η1）がある条件は，

　　　X／　u　　y　　　y
　　　　　　ラ　　　ω4　　の7　　劣8　　　　劣2

である．

〔定理20〕X3＝πX（π≒0），X2≒πE，X2≒±、／万X

なるとき，P2と（が写）を結ぶ直線上に，（ξエ，一η、）がある条件は，

　（1）　U＝7＝0

　（2）の2＝z8＝0

　（3）侮＝z7＝o　　　　　　　　　　　、
　（4）　記7＝ω8＝0

　　　　　　　　　　　　　　苅7一の7y　　一端U一の8X’
（5）z27一詔8「＝の4U＋の7Xノ＝07　V　＝　ひ

　　　　　諾6U十のgXノ　　ωg　r一ω37

　　　　　　　X／　　　　　y

である。

〔証明〕（婿）（濃需誓）垂釜）

　　　　（瀦i畿一芸）一・より

　　　7（の4U十の7×1）＝O

　　　U（∬17一鋤r）十7（¢5U十¢8×1）＝O

　　　U（の27一の8y）＝0

　　　－Xノ（苅y一鈎｝7）十V（恥U十¢gXノ）＝O

　　　U（の3U一の9y）一Xノ（∬2V一の8y）一y（の5U十¢8×1）＝0

　　　－X1（の37一のg　y）一y（の6U十のgX’）＝0

よって，
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　　（1）　U＝V＝Oン　　（2）　Uニ¢4U十の7X，＝0，

　（3）　7＝の27一劣8yニ0，　　（4）　の27－z87ニの4U十の7Xノ

の揚合に分けると，（1）の成立する行列Xはない．（2）より∬4ニの7＝0

（3）より詔2＝詔8，の8＝苅，¢4＝必FOの条件を得る．（4）からは定理の

（5）の条件を得る．

〔定理21〕　9とP1を結ぶ直線上に（の，写）が存在する条件は，

　（1）　U＝7＝0　　か，　または

　（2）y＝γ＝o　か，または

　（3）　X’＝U＝0　　か，または

　（4）　鈎U一の7×1＝の27一躍8｝7＝0，

　　苅7一苅y＿　鵡U一¢8Xノ　　鞠X’一¢3U　　¢g　y一鞠7

　　　　7　　　　　U　　　　　X／　　　　　y
である．

〔定理22〕　9と．P、を結ぶ直線上に（一の，ッ）が存在する条件は，

　（1）　U＝7＝0　　か，　または

　（2）　X’＝U＝0　　か，または

　（3）　y＝7＝0　一か，または

　（4）　鞠U一勘Xノ＝z27一鞠r＝0

　　の17一¢7r　　鞠X’一の5U　　の3U一のgX’　　¢37一鞠7

　　　　7　　　　　U　　　　 X’　　　　y
である．

〔定理23〕　9とP1を結ぶ直線上に（の，一写）が存在する条件は，

　（1）　U＝7＝0　　か，また1土

　（2）r－7－o　か，または
　（3）　X’＝U＝0　　か，または

　（4）　¢4U一餅Xノ＝娩7一¢8r＝0

　　劣7y『¢1V＿灘5U－z8X’＿の3U一のgX’　¢37一の9r

　　　　7　　　　　U　　　　　X’　　　　　y

〔定理24〕9とP、を結ぶ直線上に，（一の，一穿）が存在する条件は，

　（1）　U＝7＝0　　か，または
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　（2）　rニUニ0　　か，または

　（3）　X’＝U＝0　　か，または

　（4）　の4U一鋤Xノ＝の27一の8r＝0

　　¢1y一餅r　　端U一鞠Xノ　¢3U一鞠Xノ　鞠7一鞠r

　　　　7　　　　　U　　　　　X’　・　　　y

である．

〔定理25〕　（1）U＝7＝0，（2）X’＝U＝0，（3）y＝7＝0は成立しな

L、．

〔証明〕定理21，22，23，24より，9とP1が一致する．よって，

行列Xはidempotent元にKの元を掛けたものとなる．

〔定理26〕　（z，創）と9を結ぶ直結と，ξ軸との交点が，（ξ1，0）で

ある条件は，

　　の旦＝¢97必3＝の7＝0

〔定理27〕（z，Ψ）と9を結ぶ直線と，ξ軸との交点が（一ξ1，0）で

ある条件は，

　　苅十鞠＝O，鞠＝鋤＝0
〔定理28〕　（餌，写）とP2を結ぶ直線と，P1よづη軸に平行に引い

た直線の交点が，

　　（器著i窪i・器幕i辞li）

である条件は，

　　必3＝即5＝の7＝0ンUy＝X／y’，ZU＝y’Z’

　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　　Z
　　　　　z　　　　．　　z’　　　　　　rzノ

（塾一劣1）劣・

　　　　1
　　　　zノ

）　ユ
甥
÷

　
鞠X

U
（　　¢）

－
u
π

　
ロ
ご

∬
　
一

y
V
（　　確

娩（帯一帯）侮（÷一）苅（略一瞬予）

である．
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　（z，霧）とP2上の定点を（ξo，ηo）とする．

五＝一砒穿一吻2＋x’π＋（y儒曜力＋z’

B＝一ひτ2一胸＋（x一の劣＋y写＋z

O＝Xが十（yノーX）囎一rず十詔Z’一ΨZ

とする。

ξo∠し一ηo召＝σ

また，

　　O　　　　　　　　　B
　　　　　　十
のゆ＋瑠＋の3　の4の＋の5雪＋の6 　　　　　　＝0

¢7の十の昭＋鞠

　　五

よってン

且

（の7の＋卿＋Zg）（ω（ξ。¢r¢一）＋写（ξ。¢5一の2）＋ξ。の6一¢5）

　　　　　　　　　　　　　　B
（卿＋Z5叶必6）（吻・¢7一餌・）＋〃（η両一詔2）＋η曲一¢5）

　　　　　　　　　　　　　　σ
　　　　（の・叶¢2η＋¢3）（¢（ξ・のrη・勿＋写（ξ・の5一η・痢＋ξ。∬6一η。¢9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（9）

である．

　　　∠1¢一B写＝σ

より，

　　　躍（解＋」P8雪＋¢9）（呂（ξ。侮一¢、）＋雪（ξ。の5一の2）＋ξ。¢6一の3）

　　　　旬（の4¢＋の5叶諭（の（脳rの＋9（η。の8一¢2）＋η。の9一¢3）

　　　　一（¢・針¢2叶の3）（¢（ξ・¢4一η・¢7）＋写（ξ・劣5一η・旬＋ξ。¢6一η。の9）

よって，

　　　¢7（ξo躍4一¢1）＝0

　　　¢7（ξ・の5一の2）＋灘8（ξ・¢4一∬且）一¢4（η。¢r¢1）＝0

　　　¢8（ξ・の5一¢2）一¢4（η・の8一必2）一¢6（η。¢rの1）＝0

　　　一の5（η。の8一¢2）＝0

　　　¢7（ξ・の6一¢3）＋¢9（ξ・謬4一詔1）＝¢・（ξ。¢4一η。¢7）
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　　　　¢9（ξ。の5一の2）＋鳳ξ。¢。一ω3）一舐ξ藺一諭一娠η・の7一の

　　　　　　＝鉦ξ。の6一η。の8）＋Z2（ξ・の4一η・切

　　　　一¢6（η曲一の2）一娠η・劣9一劣3）一必2（ξ・Z5一η・痢

　　　　一¢6（η。の8一¢2）一ω5（η・の9－Z3）＝∬2（ξ。の5一η・Z8）

　　　　¢7（ξ曲一¢3）一∬、（ξ。¢6一η。諭＋娠ξ・の6一η・の

　　　　一Z6（η。劣9一¢3）一の2（ξ・の6一η・¢9）＋¢3（ξ・記5一η・¢8）

　　　　の3（ξ。¢6一η・即9）＝O

従って，

　　　　（ξ。詔4一¢1）（η。¢3一謬2）1（ξ6灘7一の1）（ξ・¢5一詔2）一（η。¢8一の2）（ξ画

　　　　　　一¢1）｝＝o

　　　　（η。即8一詔2）（ξ。の6一η。の9）｛（ξQω5一η・躍8）（η・謬9一¢3）一（η・¢8

　　　　　　－z2）（ξ。の6一η。の9）1＝0

　　　　（ξ＠6一η。Zg）（ξ。の4一の｛（ξ画一η・の7）（ξ曲一の一（ξ曲

　　　　　　一η。詔9）（ξ・z4一の・）｝＝0

が成立する．
　　（ξ。の7一¢1）（ξ。¢5一劣2）一（η。の8－Z2）（ξ・の4一の・），（ξ・Z5一η。の8）（η・必9

一¢3）一（η。のs一の（3。鯉6一η。の9），（ξ・の4一η・謬7）（ξ・の6一¢3）一（ξ・の6一η・の9）

（ξo侮一苅）が0でないとすれば，

　　　　　ξoの4一の1＝ηo∬3－z2＝0またはηoの8一詔2＝ξo謬6一ηoZg＝0

または，ξoの6一ηo」Pgニξo侮一∬1＝0となる．この揚合は，いづれも

　　　　　ξ。¢4一の1＝η。の8一の2＝ξ・の6一η・ω9＝0

に帰着する．よって，

　　　　　の1：の4識＝の21の“8一の3＝劣6；の9＝詔3一ξ画：ξ・の5一の2＝η画一苅

となる．よって，この揚合は除外する，
　　（ξ。¢7一ω1）（ξ。謬5一詔2）一（η。∬8一の（ξ・詔4一詔・），　（ξ・Z5一ηQω8）（η・鞠

一ω3）一（η。の8一の2）（ξ。¢6一η・Zg），（ξ・のrη・∬6）（ξ・の6一の一（ξ・Z6一η・Zg）

（ξo簸一紛）のいづれかが0となるならば，

　　　　　X’y’＝uy，y／Z’＝zy

故に
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　　　五一（z・均＋肱＋zzつ（一鼻＋÷）

　　　β一（z鞠＋肱＋刎（Z呈針参）

　　　・一（z孔＋恥＋zzつ（か一か）

（9）より

　　　　　　　1　　　Z　　　　　　　　　　　　　l　　　U

　　　　　　7一一が　　　　　　　　7－ZXノの

　　　（茅4一謬・）（　＋の幽）（チー詔・遍掬切

　　　　　　　　　　　1　　　　1
　　　　　　　　　　』ω　　　，写
　　　　　　　　　　　z　　　z

　　　　　　（卿幽）（号一婿）

が得られる．

　　　　　　　　　　　》〒
〔定理29〕X＝7±　　　一Eとするならば
　　　　　　　　　　　2

　　　r・（y±÷而E）一子（r±3誓E）

となる．

　　　　　　　　　　　三次行列と幾何（H）

〔定理　1〕

x※iii〕

とするとき，

　　　X3；αX2（ω≒0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
が成立するならば，θo＝X2一ωXはnilpotent，ε＝TX2はidem一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α
potentである。βθo＝εoFθまた次のいづれかが成立する．



　　　　　　　　　　　　　三次行列と幾何
（1）X＝αE

（2）　IXl＝0
である．　（2）の揚合は更に次の（3），（4）の揚合に分れる。

（3）　苅十鞠十鞠＝αで，

磁三難i灘1雛〕

　　¢1Zg＋¢5鞠十∬1Z5＝の2鞠十劣3∬7十¢6¢8

βの対角元の和は1である．

　　燕〔1灘1〕

とするならば

　　U：7」グ＝U’：7；｝Vノ＝U”：V”1｝V”

である．

（4）　鈎十端十範＝2αで，

　　θo＝0

　　θ1の対角元の和は2

　　　1　　X＝一X2
　　　α
である．逆も成立する。

〔証明〕

　　絶羅／

とする．（4）は，

　　♂＝萌¢5十Z5¢9十の9のrZ3の7一¢6範一範¢6

　　y蓄7一研7’＝（纏6一瑠5）α2

203
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　　　1　　　　　1　　一一7　　一　
｝V

　　　　2　　　　　　　2　　　α　　　　　　　α，

　　　1　　　　　1　　1一一7ノ　　　ー一PV／
　　　　2　　　　　　　2　　　α　　　　　　 α

従って

　　｝V＝必3の5一¢2の6ジ…・

∴〔li欝i繹ii難i悟潔

　　　　　　1∴　0＝X7＝X－　　X3＝X一αX2
　　　　　　α2
〔定理　2〕の1＋¢5＋のg＝α，l　X　I＝O，で，θoに対応する点を9と

する（以下常にかかる揚合を扱う）．このときP2は定直線上にある．

〔証明〕θと80とは相異なる2定点に対応する．

〔定理　3〕勘十為十Zg＝α，θoキ0，I　X　I＝0

なるとき，行列Xに対応する点P1は定点でない，

〔定理　4〕　P1と（一ω，Ψ）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　　　詔6¢7の2必6∬7＝ω3∬4必8，　　　　　　　＝2の1十謬9，

　　　　　z4

∬4¢8
　＝2灘エ十の5，
必7

　　の2‘じ7
　　　　＝一ω1
　　詔8
である・定点は（畜号）である・

〔証明〕　直線の方程式は，

　　ξ（器箒差1一す）一η（農垂宰畿1＋の）

　　　一妖郷＋詔5写＋の6）　娠¢、諾＋必2“＋¢3）

　　　　の拶十¢8写十詔9　　の7の十の3写十¢9

である．よって，　
　
「　　一詔7η＝一鞠
　　一詔7ξ一¢8η＝一¢1一の5
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｛　　　一¢8ξ＝一の2

　　　一の4ξ＝（の1＋Zg）η＝一の6

　　　（の5剛9）ξ一ω2η＝一の3

　　　詔6ξ一¢3η＝0

　　　　　甲
　．　　　¢8　　　一¢7　　一¢4　　一謬2　　1
　　　7”一2αの8　　　U”　　　U’　　　7　　　K

∴鋤一一X一¢r¢5，の4詔8一一K一¢r詔9，
　　　¢4　　　　　　　　　　　¢7

　　　の2の7
　　　　＝K十2¢1十ω5十鞠
　　　の8
　　範鋤十¢3妨十端¢8＝ω1¢5十鞠鞠十の9¢1

より，

　　K＝一のr範一¢9或はK＝一3∬、一¢5一躍9

となる。

　　K＝一∬1一∬5一¢9ならばン¢1砂3＝の2の7，の6¢7＝Zエ灘9，∬4¢8＝¢5¢7

となる，

〔定理　5〕　Pユと（の，一ッ）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　　　　　　詔2237　　　　　　　詔6¢7　　¢2¢6¢7＝¢3z4¢8，　　rエ＋2∬5，　　＝2端＋¢9，
　　　　　　　　¢8　　　　　　　　¢4

　　　の4詔S
　　　　＝『即5
　　　灘7
である，定点は，

　　（畜号）

である．

〔定理　6〕　～1と（の，Ψ）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　記6詔7　－2のr2呂5＋¢9　劣4の8　－2躍r2¢5＋の9

　　　ω4　　　　3　　’　の7　　　　3　　’
　　諾2の7　　　　の1－2の5－2の9

亀8．　　3
‘η2の62ン7＝の7詔4の8　　’



206　　一橋大学研究年報　自然科学研究4

である淀点は（舞号）である・

〔定理　7〕．P1と（一の，一ッ）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　　　　　　ω2ω7　　　　　　　詔4記8　　塀6の7＝ω3耀8，　　＝苅十2¢97　　＝詔5十2の9，
　　　　　　　　の8　　　　　　　　　の7

　　詔6¢7
　　　　＝一¢9
　　　の4

である・定点は（嘉砦）である・

〔定理　8〕行列θに定応する点をPとする、P1（ξ、，η1）とすると

き

　　P19：P・P＝ξ1：η・

となる条件は，

　　ω4端趣≒O　Uノ＝7＝｝Vノ＝0か，または

　　¢4（の1U”一苅U）　　¢1（Zl　U”一の7U）　　の5（劣17”一の77）

　　　　U”一α¢7　　　　　　　　U”　　　　，　　　U”一α1の7

　　　　呂2（詔2U”一の8U）　　ω6（ω1研”一の7砂）　　の3（の3U”一¢g　U）

　　　　　　U”　　　　，　　　U”一傭7

である．

〔証明〕　条件より

　　¢・（¢一多考毒，の・）一の・（凋・畜）

　　¢・（一諏，）一の・（の・一帰）

　　¢6（¢3　識，一ω3（¢3一¢9妾）

　　の・（の1一諏，の＋軌（¢・一諏，¢・）

　　　一∬2（ω・一¢7畜）＋の1（一妾）

u”

・＜1〉

・・
2〉

・＜3）

一（4）
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　　¢・（苅器の　（諾・一鑑，の・）

　　　〒¢1（¢3一¢9畜）　（の且一劣7畜）　……（5）

　　¢、（¢・一諏，¢・）＋¢・（∬・接¢・）

　　　一の2（¢3…畜）＋ω3（一畜）　……（6）

¢4端キ0のとき（1），（2）を（4）に代入して，

　　U，（¢1∬5一詔2の4）（劣2の7－z1¢8）＝O

z、％キ0のとき．（2），（3）を（5）に代入して，

　　U’（¢1偲6－z3¢4）（z1¢9一の3の7）＝＝0

¢6¢、キ0のとき，（3），（1）を（6）に代入して，

　　　U，（の2¢6一¢3¢5）（¢2のマーの1z8）＝0

ぴはy’，四’に置き換えることが出来る，

　鈎為¢6＝0のときは，ない。

〔定理9〕
　　P19：P・P＝ξ・：一η1

となる条件は

　　　¢4jP5の6キ0，U’＝7’＝｝V’＝0・

　　　＿¢4（¢Iu〃一¢7u）¢画u”一¢7u）　¢5（¢17”一の77）

　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　’　　　　u”一αF¢7u’㌧α¢7

¢2（¢2U”一劣sU）

　U”
一の6（z1昭”一¢7罪）

一　　　u”　　　，

　¢3（の3U”一ωgU）

u”一α¢7

u”

である．

〔定理10〕　P、Q：PIP＝ηL：ξ1

となる条件は，

　　U＝y＝『ニ0，灘1¢2灘3≒0
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¢4（¢1U”一¢7U）　　苅（¢1U”一¢7U） の5（必17”一の77）

U”一α妨

の2（詔2U”一の8U）

　U”　　　7

∬6（謬1｝V”一の7｝V）

U”一α鈎

灘3（の3U”一の9の

　　　　　　u”　　　　，　　　u”一α¢7

である．

〔定理11〕　P19＝PIP＝一η1：ξ1

となる条件は，

　　U＝y＝｝V＝0，ω1の2¢3≒O

　　　Z4（の1U”一必7U）　　詔1（の1U”一¢7U）

u”

の5（の、7”一¢77）

　　　　　U”一α¢7　　　　　　　　U”　　　　，　　　　U”一α¢7

　　　　詔2（の2U”一の3U）　　　の6（¢1彫”一の7｝V）

　　　　　　U”　　　　y　　　　u”一α鋤

　　　　諾3（鞠U”一躍g　U）

　　　　　　u”

である．

〔定理12〕

　　　¢77㌧¢4V”　の87一の2y”　¢67一の5γ’

　　の7Uノー¢4U”　　ω8U一¢2U”　　¢6U一の3Uノ

〔定理12〕行列X一αEに対応する点をRとする．

　9Eは定直線である．

　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　γ”〔証明〕　9とRは相異なる点である。9Eの方向係線は，一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u”
である．

〔定理14〕　y＝X一αEは

　　r80＝θoyFニーαθo，8、y＝：7θ、ニO，y2＋αr＝θo，

　　y3＝一2αレy2一α2r

なる元である．

またこの直線上に9がある．

〔定理15〕丑は一P、と（の，写）を結ぶ直線上にある．

〔定理16〕　l　X　I＝0，苅十端十¢g＝αならぱ，
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　　　α2－7’一｝V”　　　y　　　　　　躍　　　　　U”　　　　　7”

　　　　　U”　　　　　y”　　α2－U－7〆，　Uノ　　α2－U一｝V”

　　　　　α2－U－V’
　　　　　　　曜’

である．

　　　　　　　1〔定理17〕　E一コーX2に対応する点は，定直線
　　　　　　　α
　　　（（乙2－y’一iグ”）ξ十▽η十レV＝0

の上にある．

〔定理18〕X一πEに対応する点が定直線上にある条件は，

　　π＝α
である．

　　　　　　　　　ゆ〔定理19〕X＝y＋一Eとするならば
　　　　　　　　　2

　　　y・（y＋詞一÷・・（y＋号E）

となる．

　　　　　　　　　三次の行列と幾何（皿）

〔定理　1〕Xを三次の行列する。

　　　R＝1¢X十すX2ゆ，ツ∈field　K，X3＝αX2十δXl

　　　1　　1　　　　　α±》’α2＋4δ
　　　一，　　　　　　∈K，X2キ　　　　　　　X，Kの指標はol
　　　ゐ　、／α2＋4ゐ　　　　　　2

に於いては，3つのidempotent　element、61，θ2，θ3が存在する．

　　　・・一一号X＋ナX乳　（菱♂売2㌧〆羊、6）X

　　　　＋（士＋歩4♂皐、、）砺一（一董

　　　　＋学》♂㌔、。）x＋（歯一舌誹、、）詔

　　・’8F82＋θ3，θ283＝ε3θ2＝0



　210　　一橋大学研究年報　自然科学研究4

また・¢1十¢5十鞠＝α，　δ＝範侮十¢3¢7十¢6鞠一萌¢5一詔5¢9一¢9¢l　l　Xl

ニOである．idempotent元θ1，ε2の対角元の和は1である．

　　　卜朧雛雛ii欝i／

とする．

　　　　1　8＝一一『yは対角元の和が1なるidempotent元である，また，

　　　882＝θ28＝6θ3＝θ3θ＝O

　　　E＝θ＋82＋θ3

　　　y＝X2一αX十δE

である，

〔定理　2〕　l　X　I＝0のとき，

　　　の4　の5　¢6　　　の1　躍2　¢3　　　一＝一＝一或は一＝一＝一
　　　の7　¢3　¢9　　　¢7　の8　諾9
なることはない．

〔証明〕PIP2は定直線であるから，成立するならば，Xはidempo－

tentに体Xの元を掛けたものになる．

〔定理　3〕X2に対応する点をそれぞれP2とするならば飛2は定
直線である．

〔定理　4〕P1＝（ξ、，η1），とする。（の，写）と（0，η1）を結ぶ直線が．

定点を通る条件は，

　　¢6　一　　・碇点は（…15・垂i）

である．

〔定理　5〕　（一¢，“）と（0，η、）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　　一一・で定点は（砦・砦）

である．

〔定理　6〕　（¢・一写）と（0・η1）を結ぶ直線が定点を通資条件は．，
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　　　　　漁一・で煎ま（畜砦）　量

である．

〔定理　7〕　（一砂，一卸）と（0，η、）を結ぶ直線が定点を通る条件は

　　　　　醐一・で定点は（一券砦）

である．

〔定理　8〕　（ッ，劣）と（0，η1）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　　　一一・で・定点は（一会・舞）

である．

〔定理　9〕　（一影，ω）と（0，η1）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　侮一　　　・碇点は（芸嘉）

である．

〔定理10〕　（写，一¢）と（0，η1）を結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　　　の4一　・で淀点は（一卦舞）

である．

〔定理11〕　（一穿，一z）と（0，η、）を結ぶ直線が定点を通る条件は

　　　　　廓9一・碇点は（一蕃量）

である．

〔定理12〕　I　X　l＝0のとき，θ2，θ3，Xπに対応する点を五，β，Pπ

とするならぼ，

　　　箪　P洲孟　　α＋4α2＋4δ
　　　＿　：　　　　　＝1：
　　　P調　P洲β　　α一・／♂＋4δ

である，

　　　　　　　　α　　α2十2ゐ　　　　1　　　α
〔証明〕　Zh＝一一一　　　　　　，B、＝一十
　　　　　　　　2わ　2碗α2＋4b　　　26　2b、／α2＋4ゐ
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　　　　　　　α　　　　　　α2十2δ　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α

　　　　」2＝　　＋　　　　，召2＝一一
　　　　　　　2西　26而2＋4ゐ　　2δ　26》α2＋4b

とすれば

　　　62＝且1X＋召、X2，θ3＝毒X＋，B2×2　　　　　　1，

　　　娯号一4学》＋（争辱δ》
〔定理13〕　I　X　l＝0のとき，7に対応する点を9とする．（鉛，写）

と9を結ぶ直線とξ軸との交点が（η1，0）である条件は

　　　の6＝¢4－Zg＝必7＝0

である．

〔定理14〕　l　X　l＝0のとき，（謬，写）と9を結ぶ直線とξ軸との交

点が（一η、，0）である条件は，

　　　¢7＝鞠十の9＝z6＝0

である．

　l　X　I＝0のとき，Xが点P、に対応するならば郷8≒ω5の7，¢1の8

≒¢2¢7

である．

〔証明〕　z4鞠＝¢5¢7，苅ω8＝」p2¢7ならぱ，定理2より，

　　　ω1躍5≒の2躍4，¢7＝の8＝O

　　　IXI　＝OよりZg＝Oとなる．

　¢4¢8＝∬5の7，紛Z8≒Z2¢7ならば，¢6飾＝¢4¢g，の5∬g＝％¢8が成立し，

定理6に反する．

　の2Z7＝苅の8ときも同様である．

〔定理15〕Kを実数体とする．θ2，θ3に対応する点をそれぞれオ，B

とする．三角形且B9に於て，

　　　且9＝B9
なる条件は，

　　　¢8（α2＋26）＝α7”

か，または

　　　既U”一鋤U’＝範V”一娩7
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である．

〔証明〕

　　　孟（　　　　　．41∬2十，B【7

　　　　　。41¢8十召且y”

　　　β（　　　　　，42範十．827

　　　　　且2z8＋B27”

謡辛器）・

欝認）
にここ

イ41＝一　　　一
　　　　2b
　　　　α

α2十2δ 　　　　　の，五2＝　　　十
　　　　　2ゐ

α2十2δ

召1＝　　十
　　　2ゐ

　　　1

26v’α2＋4δ

ω

，β2＝　　　一
　　　　2δ

　　　　1

26v’α2＋4δ

α

2醒α2＋4δ 2酬α2＋46

　　　9（差ill三驚差lli叢i）

よって，二等辺三角である条件は，

U
U

β
乱

＋
＋

両
紛

五
ム（

謡曙，誤）（謡霧器

一宗諄器）（器葺器1＋鶴辛器

21ili…謝一・

十
且、¢，＋B，7〃鷹≡謝＋（鎌套1器　　．42z2十B27

である．

∠しμ4十Bε7 ¢3の8一¢2の9

五卿8＋一傷7”

＝1，2）

∠4μ4十B‘u’

ω2灘7一¢1α78

の6¢7－Z4の9

（為＋α一B乞）（灘27”一z87）
　　　　　　　　　　　　　（ゼ
（且幽＋昂7”）（の2∬r苅の8）

且μ7十β‘u’

＝1，2）

の4ω8一¢5の7

（ム十αB3）（詔4U”一の7U’）
　　　　　　　　　　　　　（乞
（ム鋤十βεU”X簸の8一の5¢7）

より，

，41十¢B1

五1鞠十β17”

　　オ2十αB2
十　　　　　　　＝〇
　五2¢8＋β27”



　　　　　αン6¢8一の5の9

で，定点は，
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カ〉，　または，

　　　（詔・U”一の7U）（¢27”一の87）　（の4U”一の7Uノ）2

　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　＝0
　　　　　　¢2の7｝の1詔8　　　　　　の4諾8一の5の7

　　　簸U”一∬7U／　　Z4¢8一¢5劣7

　　　紛U”一諾7U　　¢1¢8一¢2鈎

である，

〔定理16〕E一θ1に対応する点をP，ε2に対応する点をg，θ3に対

応する点をRとするならば，

佳一24ω告4ゐ）E鳩α、｝4δXに対応する点は，

直線PRの上にある，

（1＋24α舞4ゐ）Eコα、皐4δXに対応する点は，直緬

の上にある．

〔定理17〕Pη（ξη，ηπ），P酬（ξ洲，ηη＋一）とする．（ξη，0）とPπ＋1を

結ぶ直線が定点を通る条件は，

　　　賜1〆一晩U’　　の77”一Z8U”　　飽17’一¢37’

　　　　　　　　　　　　　フ　　　の1欝5一の2の4　　の5の7－Z4¢8　　Z2の6一の3Z5

　　　　¢81ゲ”一のgV”　　の3Uノー苅IV’　　¢gU”一z3PV”

　　　　　　　　　7　　　　　　　　　　　の3苅『劣1の6　　Z4の9一¢6の7

　　（器≡監霧1農睾留〃・器≡睾多∋）

である。また，

　　　飾7’一鞠U’＿　¢81V’一鞠U’　　¢gU’一の717

　　　の77”一の8U”　　範｝V”一鞠7”一∬g　U”一¢7｝V〃，

　　　z17一の2U　＿　¢2レV一詔37　　　　範U一¢1｝V

　　　の17’一範Uノ　　の21グ’一¢37’『　¢3Uノーの1｝Vノ

が成立する。

〔定理18〕θ1に対応する点のξ座標をξoとする．P、と（ξo，0）

を結ぶ直線が定点を通る条件は，



範U”一鋤U”

砒2－7¢正

躍4¢8一¢5¢7

の97”一趣1グ”　　　¢7｝V”一¢g　U”

％3一耽2　　1・翫rU血3

　¢5¢9一劣62】8
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の6ω7一詔4の9

の2Z4一¢ゆ5　　¢5¢3一の2躍6

の5U一¢47　　　窪｝5U”一¢47”

劣1詔6一の3¢4

¢67一¢51グ

　　　　　　　　　　　，¢2躍4『の1詔5　　詔4‘η8一¢4詔7

侮｝V一¢6U　　¢」グ”一端U”

¢3Z5一¢2¢6

¢6vp”一¢5｝V”

　　　　　，¢5¢9一¢8¢6

　　　劣1¢6一劣4の3

である。その定点は，

¢6の7一の4即9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ン

　　　ω（の4讐誇5多1一躍4ジ）

である．

〔定理19〕（躍，Ψ）と9を結ぶ直線のξ軸との交点の原点に関する

対称点をハに結ぶ直線が定直線に平行である条件は，

　　　　　　　苅十鞠　　範　（i）　劣7＝0，　　　　＝一
　　　　　　　¢4　　　　¢6

（ii）の・摘一¢8（嫡一¢6の8）＋躍2一の9（楠一の6ω8）＋至

　　　　¢4　餌5（勉8一堀7）　の5　ω6（餌4の8一躍9）　¢6

である．

〔定理20〕Xπに対応する点を．Pπとする．颪とξ軸との交点の

原点に関する対称点をPη＋1と結ぶ直線が定直線に平行である条件は，

　　19（ξo，ηo）とするとき，

　　　侮一¢7η0＿¢5一の8η0＿¢6一∬9ηO
　　　　u”　　　　　　7”　　　　　1ゲ”

　　　＿η0（の2U’一の17’）一ξ0（ω5U’一記47’）

　　　　　　　　　7uノーu7’
　　　＿　ηo（の31Vノー記217ノ）一ξo（ω61V’一必5PV〆）

（
　（UZ2－7の1）1（のμ8一ω5の7）ω十Z5U”一¢4y”｝

　｛U血5－y記4十α〈¢2劣4一¢且の5）｝（の8U”一∬77”）

　　　　　PVV’一yl・V’

＿η0（¢11グーの3Uノ）一ξ0（の41ゲ’一¢6U’）

u躍’一曜u〆
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で，その方向係数は，

　　　　　　　η0（の2U一の17）一ξ0（の5U一¢47）

η・（の2び一¢、7！）一ξ。（の5U！一Z47ノ）

一（恥1鰐鍔≡砦器等、

一恥鵠雛≡辮考2、）

である．

〔証明〕π＝1のとき成立する．また，

　　　　　Xπ＋2＝αXπ＋1＋δXη，

…〔iiiii難iiii〕

とすると

穣liii三iiiiiliii蕪iiii≡lliiiiliii

　　　　　　　　　　liiiiiiiii三甕iiii〕

であることより，

　　　　　　　（π）＿　　　（π）　　　　（π）＿　　　（π）　　　　（π）＿　　　（π）
　　　　　　の4　η0劣7　＿の5　η0の8　＿諺6　η0¢9
　　　　　　　　　　（π＋1）　　　　　　　　（η＋且）　　　　　　　　（π＋1）
　　　　　　　　¢7　　　　　　　　　　の8　　　　　　　　　　劣9

　　　　　　　　　η0（¢2（π）詔4（π＋1）一¢1（π）¢5（π＋1））一ξ0（Z5（π）の4（π＋1）一の4（π）辺5（π＋一））

　　　　　　　　　　　の2（η刊）詔4（π÷1）一躍1（π＋1）の5（η＋1）

η。（の3（η）¢5（π＋1）一¢2（π）¢6（π＋1））一ξ。（の6（π）の5（π＋1）一の5（多）劣6（π＋1》）

　　　　　　　　　　　　　（π＋1）　（惜1）＿　　（π＋1）　（η＋1）
　　　　　　　　　　　二じ3　　　　　の5　　　　　　　　2雰2　　　　　乙じ6

η。（の1（π）¢6（π＋1）一詔3（π）¢4（π←【））一ξ・（の4（π）¢6（π＋且）一¢6（π）¢4（π＋1））

　（π＋1）　（π＋1）　　（π刊）　（η＋1）
苅　　¢6　　一¢3　　劣4

鈎一¢7ηo

u”
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〔定理21〕語とB9が直交する条件は，

　　　　　　　　　（〆y”一の87）2
（且、¢8＋B、7”）（卸8＋B27”）2（の2¢rの・諭

　　　　　　　（鞠U”一Z7U’）2
＋（且1¢7招1U〃畑2の7＋β2Uり2（躍8一躍7）

〇一一

盈と五9が直交する条件は

　　　　　　　　（¢2y”一z87）2

　　　＋（且1の7＋β1U〃）2（且2餌7＋β2U”）（郷8一の5の

である．

　　　　　　　　　の〔定理22〕X＝y1＋一 Eとするならば，

　　　y・2（y・＋号E）一（÷α・＋δ）（r1＋号E）

　　　　　ぱ　X＝y2＋一Eとするならば
　　　　　2

　　　唾＋（乎一・）E）一ヰ（蝋乎一・）E）

　X＝y、＋」隻Eとするならば

　　　　　2

　　　r32（r・＋（蓼α）E）尋（r・＋（乎一α）E）

となる．ここに，α，βは二次方程式

　　　孟2一α哲＝ゐ＝0

の根である、

　　　　　　　　　三次の行列と幾何（IV）

〔定理1〕環R
　　　｛¢X＋写X21“∈realnumber丘eld瓦

（五、」。8＋B17”）2（且2∬8＋β2γ”）（の曲一謬1¢8）

　　　　　　　（鞠U”一の7Uノ）2
む一一
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　　　×3一αX2一÷“∈÷｝

に於いて，XがKの元をelementとする三次行列であるならば，

　　　lX卜o
である．

〔証明〕　EのI　X　I≒0とするならぼ

　　　　　　αレ2　　×2＝αX一一π「E（Eは単位行列）

　　x一縷難卜齢l／

とおく．

　　　　4　　　4
　　1ニ7r7α7覗2」V一鋤

　　　　　　　4　　　4　　Uノ二嶋1＝75－77～研ノーα¢6，　　・＜・）

　　ぴ二軌匹嶋1一畜9一÷研

（鱗一銚）U＋（嫡一の1の6）7＋（鵬5一詔2¢4）胆の31XI．

　　　　　　　　4記3
　∴鱗一徽＝一21Xl
　　　　　　　　α
同様にして，結局

　　鉾1圭1縢蝦欝繹三i；1卜壽

　　　　　　　　　　lXl2＝一一望＿〈0
　　　　　　64
〔定理2〕恥のidemp・tent元θ1一÷X一斎X2の対角元の

和は2であるか・または・号Xがidemp・tentである・（臓争

がidempotentである揚合は除く）
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〔証明〕前定理よりθ1≒E，θ1の対角元の和が1とする．

　　　2
8QニX一一Xzはnilpotentである．
　　　α

　　　　　　　　の　∴　詔1十の5十∬9＝一
　　　　　　　　2

　　　　2　　　　2　　　　2　　　　　2　　　　　2
　　の1一一U：∬2一一7：¢3一一PV＝簸一一U，：の5一一7’：
　　　　α　　　　　　α　　　　　　α　　　　　　α　　　　　　σ

　　　　2　　　　　2　　　　　2　　　　　2
　　の6一一研＝のr－U4鞠一一7’：¢9一一7’”…（2）
　　　　α　　　　　　　α　　　　　　α　　　　　　 α

　　　　2　　　　　2　　　　　2
　　侮一一U十端一一7’十のg一一17’＝0　　　　　　……（3〉
　　　　‘L　　　　　　　α　　　　　　　α

（3）よりの・¢5＋¢、Zg＋¢5の9＝¢画＋¢両＋躍8

∴←〔iiii≡霧ii！ii≡雛ilii三；ii〕

また（1）より

　　　の2（詔・＋Z汁¢9）＋の2¢rの3¢8　詔3（Z1＋の5＋¢9）＋の3の5一の2の6

　　　¢5（の・＋Z5＋諭＋の3の7一劣、記9　娠の、＋の5＋の9）＋の幽吻3パ

　　　　　　　　　　1
∴嫡一輪＝一 工＋ω5＋∬9（詔2（耽一∬3必4）＋の6（の2謬9一即3の8）

　　　一の3（瑠7一塀9）一の5（¢3の5一塀6））＝一塀6＋瑠5

　・9　¢2灘6＝の3端，’”’”

よって，80＝0となる．

〔定理　3〕idempotent元8，の対角元の和が2であるならば，

　　苅十賜十鞠＝ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　α2　　劣1鞠＋の5¢9＋の9ωrの2¢4一¢3の7一劣6Z8＝一

　　　　　　　　　　　　　　　　　4
が成立する．逆に（4）が成立するならば，

　　　　　　　α，2
　　×3＝αX2一一X
　　　　　　　4
が成立する．
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〔定理　4〕　（4）が成立するならば，X，X2に対応する点君，P2は

¢，雪の如何に関せず定直線上にある．

〔証明〕

　　・・→（器当診器三鑑）

・・一 ll：篶1講害謡1離濃諜三謝・

（鞠幾藩箒蒲羅灘青1豊、鈎）

でここ

（αの7－2U”）（¢面5十苅¢9一の2z4）一（α¢1－2U）（端ω7一の4魂）

（αの7－2U”X¢4¢9一の6の7）一（αの4－2U’）（劣5の7一鈎z8）

　（αz7－2U”）（∬2の9一¢3¢8）一（αのエー2U）（の1ω8一詔2の7）

（α苅一2U”）（∬1嬬十為Zg）一（α鈎一2U’）（苅¢8一娩鋤）

（αの7－2U”）（∬3¢5一の2の6）一（αの1－2U）（詔1の9十即5躍9一¢6灘8）

　　　　（α苅一2U”）（z1端一鞠侮）一（α侮一2Uノ）（鋤鞠十鞠鞠一¢6∬8）

が成立する．

　　　　　　　　　α2〔定理　5〕　X3ニαX2　　X（α≒0）
　　　　　　　　　4
なるとき，X，X2に対応する点を．P1，一P2とする，

　　P・（ξ・，η・），P2（ξ2，η2）

　（ξ1，0）とP2を結ぶ直線が摩擦軸に平行でなく，また定点を通る

条件は，

　　　の1V’一の2Uノ　　¢7V一の8U

　　　の1の5一の2鈎　　　即5の7一¢4記8

　　　劣2rノー範7’　ω31グーのgV’

　　　¢2即6一の3賜　　　¢6の8一端の9

　　　の3U’一の王研ノ　　Zg　Uノーの317ノ

　　　の3鞠一¢1¢6　　　の4の9一劣6¢7

で，定点は，

（（舞弩甥1器壽島，罪1轟秩）
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である，

〔証明〕　（ξ，O）とP2を結ぶ直線の方程式より

　　諾7U’ξ一（の7U－TlU”）η＝¢1U’

　　（餅7’十¢8U’）ξ一（の8U十¢77一苅y”一範U”）η＝の17’十¢2U・

　　記87ノξ一（の87一劣27”）η一∬27’

　　（のgU’十の717ノ）ξ一（鞠U十の7｝V一苅17”一詔3U”）ηニの1｝V’十∬3U・

　　（ZgUノ＋∬81のξ一（¢97物8研一の37”一¢2｝V”）η一躍2r’＋¢37・

　　の9躍ノξ一（のgr一¢3PV”）η一の3r’

よって

　　＿墨L＝＿聖＿＝＿塑＿＝　uノξ一uη　　＿」勤一一　　1グノξ一研η

　　の7　¢8　のg　U’一U”μ　7’一7”η PV’一昭”

・く6）

または

　　⊥＿　諾2　＿　　¢3　　　の7
　　　U’ξ一Uη　　7ξ一7η一　研ノξ一甲η一　UノーU〃η

　　　＿　　 記8　　　　　　ω9

　　　－7’一7”ηニ『画『　　　…（7）

繊立する・（6）よりξF乃1となり，－Xはidemp。tentとなる。

　　　　　　　　　　　　　　α（7）より，

　　聖　謬77」の8Uノ　¢8研’一の97　¢gU’¶7PVノ
　　ηニ　　　　の77”一の8U”　の8研”一詔97ノ’　のgU〃一∬7曜〃

・く8）

ここに（8），（9）の等式は　I　X　l＝0のとき常に成立する．

〔定理　6〕　（の，一写）が（ξb　O）とP2を結ぶ直線上にある条件は，

　　¢5＝¢5＝苅＝∬8＝0，苅＝鞠，である．

〔証明〕

　　　のu’十写7’十1ゲ’

　　　　の27一の2U’の躍甥3γ’㍉3U／r1曜’”（9）
　　　　　鋤V一¢2U　　　飽1グー鞠7　　　z3U一苅研　　　ξ

　　　η

．ぴ＋，ザ＋，ジξ（、課銑睾
謙）・
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　　　　（の1の十劣昭十Z3）（¢Uノ十写7’十膨ノ）

　　　一（鋤ω十∬8Ψ十の9）（のU”十ツy”十予V”）

にξ＝Z，η＝一Ψを代入して，

　　z7U’；0　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　∬8Uノ十鋤7’十の7ひ一の1U”＝0

　　ω87，十の8U十の77－z2U”一z17”＝0

　　ω87一の2y”＝0

　　∬gU’十∬717一の1U，＝0

　　の97’十詔8PVノ十記g　U十即7研一劣3U”一ω1τゲ”一鋤7ノー詔2U’＝0

　　　の91V十謬8｝V一∬37”一詔21ゲ”一¢21V’＝0

　　　鞠研ノー鞠Uノーzl　PVノ＝O

　　　Zgr一詔3研”一の2曜㌧∬37’＝0

　　　一の3H7’＝0

（10）

が成立する．よって，

　　（¢9十の7）（U’十研ノ）＝（必1滋3）（Uノ十｝Vノ）

　．●．　Uノ十17’＝0……（11）　か　または鞠十鋤二¢1十¢3・■…・（12）

　（11）の揚合，U’＝｝Vノ＝0ならばE一θ1が対角線の和が1なる

idempotent元であるから，

¢6ω7一謬4記9　の3Z4－Z1¢6　の5¢9一の6の8　の2の6一謬3∬5

¢4　　　　　　　　の6

謬4の8一の5詔7　　∬1の5一¢2の4

　　　　　　の6劣4

　　の4

　　2の5一一7’＝0
　　α

¢6

＜13〉

・・ 14）

よって，　¢5≒0，鈎＝端＝0，¢1十鞠＝¢5

これは不成立．

　曜＝U’＝0の不成立のときは，

　　の71グ＝（¢r∬9）Uノ，（ω9一のエ）躍ノ＝の3U’

より苅＝¢g，が成立する．

　U’十研ノニO　U≒0の揚合は，
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一〔ili〕　　　…⑯

となる．

　¢g＋z7＝の1＋¢3，の揚合は¢1＝∬gよりの3＝の7＝0が成立する．よ

って　l　X　I＝Oと（10）より（痴）と定理の結果を得る．
　　　　　　　　　　　4　　　　　4
〔定理　7〕行列θ2＝一＝rX2一一X十Eはidempotentである．行
　　　　　　　　　　　の　　　　　　の
列の対角元の和は1である．

一率一〔羅i甕欝i纂灘i／

　8θ2，に対応する点と（の，ッ）は同一直線上にある．
　　　　　1　　　　4
〔証明〕一X－7×2の対角元の和は2である．
　　　　　α　　　　　　α

　　　　　　　　　　α12
　．閣．　U十yノ十『”＝一
　　　　　　　　　　　2

　　　　4　　　　　　　　　　　　4
　∴　7一（U十U’十曜”）一一の十3嵩1
　　　　α，　　　　　　　　　　　　　　　　α／

〔定理　8〕行列82に対応する点をRとする．Rと（の，忽）を結ぶ

直線とξ軸との交点が，（3b　o）であ喬条件は，

　　　の3＝＝の5＝¢7＝0，苅＝Zg

である．

〔定理　9〕Eと（劣，Ψ）を結ぶ直線とξ軸との交点が，（一ξ，o）で

ある揚合はない．

〔証明〕　前定理と同じようにすれば苅＝¢5＝¢FO，鋤＋∬g＝0となる。

　　　α＝0

〔定理10〕行列80，θ1に対応する点を，それぞれP，9とするなら

ば，

　　　　PIP：P2P＿2＝α2
　　　　P19　　P29



　224　　一橋大学研究年報　自然科学研究4

もっと一般に

　　　PπP　　Pη刊P
　　　＿　：　　　　＝2：α／2
　　　Pπ9　　Pη＋19

が成立する．ここに，Pη，P刷は行列Xη，X洲に対応する点である．

〔証明〕　（4）より次式が成立するからである．

　　　α＿α（の77一の17”）十2（U7”一U”7）

　　　2　　　α（詔2の7一苅の8）十2（の8U一の2U”）

　　　　　ω（の7耳一苅『”）十2（UPV”一U”『）

　　　　　α（の3の7一苅鞠）十2（鞠U一範U”）

〔定理11〕X＋Eに対応する点をSとするならぱ，Sは定直線上に
ある．

〔証明〕　θoと82に対応する点を結ぶ直線上にSが存在する．

〔定理12〕　SP2とPIEと，雇は一点で交わる．この点は行列
　　2　　　4
E一一 X＋一 X2に対応する点である．ことにPoは（の，写）である，

〔定理13〕

　　　9Pπ＋1．P％Pπ＋1
　　　＿　　．　＿　 ＝2：α／

　　　9P　　PπP
　　　　　　　　の〔定理14〕　X＝y1＋一Eとするならば
　　　　　　　　2
　　n・（71＋詞一・

　　　　ゆX＝y2＋一Eとするならば
　　　　4
　　玲・（巧一÷・E）一｛嘗（巧一遥一・E）

となる．


