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円周上の点集合と可換群

藤末 宏

1円周上の点集合と可換群，

　円周上の点の集合に適当な結合を付けると可換群になる．これに類

することは既に一橋論叢第37巻第1号に於いて述べた。

　〔定理1〕　｛（¢瑠）1が＋ず＝γ2｝に於いて，これに属する2点（苅，

写且），（範，Ψ2）に対して，

　　　（卿）・（嫌）一（警隙・徽委範ツ’）

なる点を対応させる結合を定めるならば，この円周上の点の集合は可

換群となる．

　〔証明〕　この積が可換であることは明かである単位元は，

　　　｛　　　¢1の2一散劉2＝γz2

　　　の1霧2十瑠1＝γ馳

より鋤＝γ，写1＝0である．

　次に，（∬，写）の逆元は，

　　　（鉛，霧）（のノ，の＝（γ，0）

　　　｛　　　　ノ　　　ノ＿　2　　　のω一鰍一ア

　　　躍＋吻＝γ2

より，プ＝∬，ず＝一写である．

　Associative　lawの証明は省略する．

　定理1を一般化したものが次の定理である．

　〔定理2〕　1（¢，写）1¢2＋ず＝γ2｝に於いて，それに属する2点（¢1，

Ψ1），（娩，写2）に対して，

　　　（の1，Ψ1）。（∬2，写2）＝（α（の1¢2一隙）＋ゐ（の1雪2＋瑠1），一δ（ω、の2

　　　　一写1霧2）＋α（¢、留2＋詔2写1）
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　　　　　　　1
　　　α2十b2ニー－

　　　　　　　γ

なる点を対応させる結合を定めるならば，この円周上の点の集合は可

換群となる．

　〔証明〕　まず2点の積が同一円周上にあることは明か，またこの積

が可換であることも明か．

　　　（¢1，“し）。（¢2，Ψ2）＝（¢1，Ψ、）

　　　｛　　　　ω（躍、の2一鮒2）＋b（ω、穿2＋¢2〃1）＝¢1

　　　　通（¢両一蝕）＋α（の1〃2＋¢2写1）ニΨ1

を解くと，

　　　　　　　¢　　　　　　　　6
　　　詔2＝α2＋δ2，”2＝α2＋δ2

となり，単位元が存在することが解る．

　　　（紐（廻）一（α、隼b2，の2皐b2）

　　　　　　　　　　　　　　　の

｛
ガ（ω∬＋b忽）＋写’（一αツ伽）＝α2＋ゐ2

　　　　　　　　　　　　　　　ゐ
¢’ 一ゐ¢切）＋獅伽）＝α2＋b2

を解くと，

の　　　（α2＋b2）2（♂＋Ψ2）

，2伽＋（ゐ2一α2）ッ

，　（α2一ゐ2）灘＋2吻 ‘♂一ゐ2嘱＋2吻

　　　α2十δ2

2⑳劣＋（ゐ2一α2）

　　　Ψ＝（α2＋ゐ2）2（‘62＋の一　α2＋δ2

となり，（偲，写）の逆元が唯一つ存在する．

　associative　lawの証明は，一橋論叢第39巻第6号に載せられて

いるものを使用すれば得られる．（訂正，一橋論叢第39巻第6号694頁，

上段四行目¢L麹＋劉L¢3＝¢1¢3＋写3¢2は，¢、Z2一惚2¢3＝勘¢3十写3¢2の誤に付き訂

正する．）

（一♂睾び・一α2睾び）なる元に付いては次の性質がある・即ち・



　　　　　　　　　　　　　　　　円周上の点集合と可換群　　193

　　　（一訴解一講解）喰写）一（一砥一写）

　次にこの定理の実例を挙げて置き度い．原点を中心として，半径僧，

〆（〆＜7）なる二つの同心円を描く．半径γなる円周上の1点（ω，鮮）

と原点とを結ぴ，半径〆なる円周と交わる点に於いて，この円に接

線を引く．それの半径なる円周との1交点を求めると，それは

　　　（の〆一準一乳写〆＋蓼一…）

である。円周上の2点（苅，穿1），（¢2，写2）をとり定理1による結合で

（¢3，g3）が得られたとする．

　　　（の1，写・）・（劣2，留2）＝（Z3，“3）

（¢3，ッ3）に対応する点（z4，g4）を同心円を使うことによって定める．

　　　（の3，穿3）→（詔4，写4）

　故に最初の2点（苅，“1），（¢2，Ψ2）より，（簸，忽4）という点を同一

円周上に於いて定め得た．

　　　（　）・（　）一（（苅¢2一Ψ1Ψ2）〆一（孕＋卿帽2，

（鋤＋鋤y＋（ 一雄）裾ヂ

　円X2十r2＝1上の2点（瓦｝7），（X’，y’）が

　　αX十ゐr十〇X’十ぬ7’＝0　α2十ゐ2＝02十d2キ0・響

なる関係にあるとする．この関係より，

　　　（X，y）←→（X’，r’）

　　　　　　　一〇（δy十αX）十4（αy－bX）

（・）
11二＿＋羅＿X）或は

　　　　　　　　　　　02十42

　　　　　　　－o（ゐ｝7十αX）一4（αr一ゐX）

α・ 111一・韓一・

・＜1）



o
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が成立する．（i）式は（ii）の揚合をとれぱ，円周上の点集合の中で，

　　　（Xl7）←一→（X’，y’）

なる一対一対応をなし，且つ（1）が成立する。この一対一関係より

（X1，yD・（X2，y2）＝（XIX2－y岡1r2，X1｝ア2＋X2yP1）なる結合を有する可

換群と同型な可換群が得られる，即ち，

　　　（X1，y1）←→（X1ノ，｝71’）

　　　（X2，y2）〈一一→（X2’，r2ノ）

　　　（X1，y1）・（X2，y2）←一一〉（X1ノ｝71’）。（X2’，：F2ノ）

　　　（X∫，y1’）・（X2’，y2ノ）

　　　　一（一（　）（xz－y鴇野♂一bo）（x「鴇）・

或は

（圃（恩一「y o＋b4）（x躍y）

（X1，，y1ノ）・（X2’，y2ノ）

一（　　　（b4一αo）（XX一ry’）（加十α4）（Xr十Xノ｝7）

　　　　　　　　　　　02十ザ　　　　　　　　　，

〈H）

一（ゐo＋α4）（x「一y 轡b‘）（x「＋瑚）畑）

が成立する．ここに，

　　　（纏）2＋（誓調2一・

である．よって，

　〔定理3〕　円周上の点集合が，（Xl　y’）←一r→（X’，r’）なる自己

一対一対応をなし，且

　　　ωX十わy十〇X’十d　Y’＝0　α2十62ニ02十42

なる関係があるときは，円周上の点集合が（X1，r1）・（X2，y2）＝（XLX2

－yly2，濁r2＋X2y1）なる結合で群をなせば，（H）或は（皿）のど

ちらか一方の結合を有する可換群が，円周上の点集合の上で成立する．

　この群は定理2の群の実例である。

　定理1の結合とこの結合とを使うと，一橋論叢第37巻1号に述べ
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たと同様な結果が得られる。

　　　（（Z・・穿・）・（の2，〃2））・（の3，鮮3）一（¢1，Ψ1）・（（の2，写2）・（¢3，軍3））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈1）
さらに，

　　　（婦ユ）・（（姻2）・（鞠，穿3））一（（¢1，写1）・（詔2，Ψ2））・（¢3，写3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈2）
　　　（（¢・・写・）・（¢2，Ψ2））・（の3，写3）一（苅，穿、）・（劣2，Ψ2）・（謬3，93）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈3）

が成立する．これは次の定理による．

　〔定理4〕定理2を満す二つのアーベル群の結合記号を・，。とする．

このとき，3点（勘，馳），（晩，籠），（謬3，彩3）とすれば，。と1を一度づ

つ使って3点を結合して得られる結果は総て等しい．

　証明するには，

　　　（¢1・写1）・（の2，〃2）＝（α（¢且の2一雄）＋砲192＋¢2の，一施1¢2

　　　　一写1霧2）＋α（の伽＋靱、））

　　　（¢1，写・）。（の2，92）一（・（∬、¢2一隙）＋4（の1Ψ2＋ω2霧1），一面1記2

　　　　一霧1憲2）＋・（の醗＋¢2影且））

より，

　　　（（¢1・雪・）・（の2，写2）。（砂3，写3）＝（α（肋一鰍）＋ゐ（∬1写2＋ω2写1），

　　　　一ゐ（㌶2一腋）＋α（7・〃2＋の2写1））Q（¢3，霧3）一（・〔｛α（の1¢2惚1写2）

　　　　＋ゐ（簾＋劣2Ψ1）｝¢3一｛一ゐ（鋤一撒）＋α（の1穿2＋記2“1）｝穿3〕

　　　　＋4〔〔α（埴一鰍）＋b（の1写2＋鋤）｝写3＋｛一ゐ（詔1∬2一穿1写2）

　　　，＋α（鞭＋鋤）｝の3〕，冠〔｛α（の1の2一Ψ1穿2）＋ゐ（の1写2＋剛正）b3

　　　　一｛一δ（∬1¢2一撒）＋α（苅Ψ2＋鋤）1写3〕＋・〔1α（の1灘2一“レ写2）

　　　　＋ゐ（の且写2＋鋤）｝穿3＋〔一ゐ（¢、記2一徽）＋廊1ツ2＋躍2“、）｝∬3〕）

　　　　＝（α・一6♂）の1嫡＋（α♂紡・）（¢1の2写3＋ω、写2∬3＋鰍∬3）＋（δ♂

　　　　一α・）（Z1写2穿3＋鞭ツ3＋Ψ、の2写3＋鰍¢3）一（ゐ・＋α♂）雪、即2写3，

　　　　一（α針ゐ・）の・の曲＋（α・一ゐd）（の1詔2写3＋詔1霧2ω3＋写、の2の3）＋（あ

　　　　＋δ・）（鞭穿3＋写1¢2r3＋写1勧）＋（掘一・α）鰍ツ3）

となり・残りの総ての積も同じ結果を得る．（¢，〃）を円周上の点と限
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らず，Decartes座標上のすべての点とすれば，体が得られ．る。

　即ち

　定理5〕　集合｛（z，ッ）1¢，写実数1に於いて（鋤，影1）。（z2，Ψ2）＝（α

（の1晩＿Ψ1馳）十戻Z1肋十¢2肋），＿δ（紛Z2＿馳＠2）十α（鋤肋十範馳））を積の

算とし，和の演算を

　　　（¢1，鰹、）＋（灘2，Ψ2）＝（¢1＋の2，勉＋創2）

とすれば，この集合は可換体をなす。零元は（0，0），単位元は

（α，隼ド，♂辛び）である編）の逆元は催識孝弩彗，

講畿講鴇）である・

　distτibutive　lawの成立は明か．

　半径1なる円周上のすぺての点は

　　　（、峯，，，鐸）と（⑰

で表わされ得る．

　　　　　26　　　　オ2－1
　　　¢＝　　　　　9＝　　　　　1十627　　1＋む2

とおけば，（の，Ψ）に対応する哲の値は，

　　　　　　　　　　　　1十㍗／1一¢2
　　　写≧0　のとき　孟＝
　　　　　　　　　　　　　　灘

　　　　　　　　　　　　1一》1一が
　　　写＜0　のとき　ε＝
　　　　　　　　　　　　　　の

　　　（0，一1）　には　オ＝0

となる．（0，1）にはooが対応することにする．

　すべての実数の集合にOOを加えた集合（いまこれをR。・と書く。）

と円周上の点が一対一対応（one－to－one　correspondet）である。R。。

の2つの元を孟，む’とし，これに対応する円周上の2点を（餌沼），（の’，

のンとする．

　　　亡←一→（の，Ψ），む’〈一一→（げ，の

　さらに，の定理2を使って（の，“）。（ガ，劉’）に対応するR。。の元を
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孟”とする．そして丑。。に於いて，

　　　か6，＝6ノ・哲＝む”

なる結合を定める，E・・は定理2の可換群に同型な可換群である，

　今後何も云わない場合は，定理2に於いてαキO，ゐキ±1であると

する．まずE。。の単位元を求めよう。それは　α　である．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一δ
　　　　α　　　　　　←一→（α，δ）
　　　1一δ

故に，すべてのR。。の元むに対して（1）が成立する．

　　　　の　　　　　　　　　の
　　　1＿ゐ。哲＝6●1＿δ＝6…”90…●…●……●0’0……一（1）

　　　　　　　　　のEoに含まれる一　　　なる元に就いても特別な性質がある．’これ
　　　　　　　　ゐ十1
は，（一α，一ゐ）に対応する元である．対応する円周上の点の結合を求

めそれに対応する恥の元を求めることによってすべてのR。。の元む

に対して，

　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　一一　ただし　0＜DI≦1
　　　　　　　　　　　哲
　　　　　の　　　一　　　嵯＝　一哲　ただし　1甜＜1………………・・…〈2）
　　　　δ十1
　　　　　　　　　0　ただし　6＝QQ

　　　　　　　　　OQ　　　　6＝0

が成り立つ。

　　　　　　ド　　　　　　　　　　　の
　次に，　　　でも一　　　でもQOでもないπoの元に付いての
　　　　1－6　　　　　δ十1
結合の値を求めてみる．

　P＝む十哲ノ，9＝躍一1

とすれば，かガに対応する円周上の点の座標は，

6・ガー一
α（が 2ゐP9・一ゐ（P 穿2ωP9）

である．

　αp十（δ十1）g＝0の揚合には

　　　α（プー92）＋2δP9　　一δ（P2－92）＋2塑
　　　　　　　　　　＝0，　　　　　　　　　　　＝一1
　　　　　プ＋92　　　　　ρ2＋92
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より

　　　む。む’＝0

となる．αp＋（ゐ一1）gニ0の揚合には，孟・〆＝OD，（1＋ゐ）p一αg＝0のと

きは尻’＝Oo，（1一ゐ）p十αg＝0のときはご・む’＝0が得られる．逆に結

合が0，00になるのはこの揚合と（2）以外には無い。

　αp十（ゐ十1）gキ0，αp十（δ一1）キ0（1十ゐ）p一αgキ0，（1一わ）p十αgキ0

の揚合には，

膿蒸蓄藩慧1・・

となる．

　また，QOの元を含む演算に於いては，

　　　6…一一（一α箒＋わ、肇、，・δ箒＋α1肇、，）

より，

となる．さらに，

が得られ．る．

次に逆元に就いて論じてみよう．

　　　（α，b）＝（0，一1）o（z，ツ）＝（α写一砒，一如一醐）

より，謬ま一2面，Ψ＝α2一δ2となり，0の逆元は

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　1α1≧1酬　のとき　一一
　　　　　　　　　　　　　　　　δ
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　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　1α1＜1δ1　のとき　一一
　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ

となる．δ＝0，α＝±1の揚合は0の逆元は。○となる．

　OOの逆元は，

　　　（α，ゐ）＝（0，1）o（¢，写）＝（勧一α宮，αの十δ9）

より，

　　　　　　　　　　　　　　b
　　　　Iω1≧1δ1　のとき一
　　　　　　　　　　　　　　α

　　　　　　　　　　　　　　の　　　　1α1＜1δ1　のとき一
　　　　　　　　　　　　　　δ

となる．特にδ＝0αニ±1のときは0である．

　　　ゆ　一　　　の逆元は
　　　わ十1
　　　（一ωy一ゐ）o（の，写）＝（一の，一“）

　　　　　のより，一　　　自身であることが解る。
　　　　　わ十1

　以上に述ぺた元以外の元6の逆元を求める。

　まず（¢，雪）の元の逆元は，定理2より

　　　（（α2一ゐ2）×＋2吻，（ゐ2一α2）写＋2αδ¢）

である．これに対応するRoの元は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋（ゐ2一α2）“＋2α勧
　　　（ゐ2一α2）写十2α砒≧0　のとき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α2一ゐ2）¢＋2吻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一（δ2一α2カー2α砒
　　　（ゐ2一プ）写十2¢肋＜0　のとき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α2一わ2）針2吻

（ここに，（α2一わ2）¢十2αわ≒0である，）

　よってむの逆元は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ゐ哲＋α）2
　　　（ゐ2一ω2）（1－62）十4α玩≧0　のとき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α2一δ2）む＋αδ（む2－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α‘一δ）2
　　　（ゐ2一α2）（1－62）十4α玩＜0　のとき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α2一δ2）6＋α礁2－1）

である．

以上の結果をα＝1，0の揚合についてまとめると次の様になる。

　〔定理6〕　実数の集合にooを加えた集合に次のような交換可能な結
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合を定めるとそれは可換群となる．

　（i）単位元は1，

　　　　　　　　　1　　　　　　　　一一　（I　d≦1）
　　　　　　　　　オ

　（ii）一1・ε＝一孟　（ld＞1）

　　　　　　　　0　　（ε＝oo）

　　　　　　　　・o　（む＝o）

　（iii）哲，〆が±1に等しからざる実数で，

　　　かガ＝0　（6十む’十孟〆一1＝0）

　　　かむ’＝OQ　（む十6’一6オノ十1＝0）

　（iv）哲，♂が1，一1に等しからざる実数とする。（哲＋の2キ（ゲ

　　ー1）2とする．

　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　6む一1一孟一む
　　　か〆＝　　　　　　　　（（哲十〆）（躍一1）≧0）
　　　　　　む十〆十甜ノー1

　　　　　　む十亡’十6ガー1
　　　か〆＝　　　　　　　　　（（む十の（ε〆一1）〈0）
　　　　　　む十ず一ご6’十1

　（v）むが実数ならぱ，±1に等しからざる）

　　　　　　6十1　　　かoo＝　　　　（哲≧0）
　　　　　　1一‘

　　　　　　　む一1
　　　診。Oo＝　　　　　　（む＜0）

　　　　　　一1一ε

　　　QQ。QO＝一1

またα＝一1，0の場合には次の様になる．

　〔定理7〕　実数の集合にooを加えた集合に，次の様な交換可能な結

合を定めると，可換群が得られる。

　（i）　単位元は一1，

　　　　　　　　　1
　　　　　　　一一　（161≦1）
　　　　　　　　　む

　（ii）1・6＝一6　（1司＞1）

　　　　　　　0　　（オ＝oo）

　　　　　　　o。　（む＝0）
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　（iii）孟，む’が±1に等しからざる実数とする．

　　　6・むノ＝0　（一6一ε’十む6’一1＝0）

　　　ひむ’＝QQ　（6十ピ十パー1＝0）

　（iv）む，ご’が±1に等しからざる実数とする。（オ十6’）2キ（だ一1）2

　　とする．

　　　　，　む十ガ十孟6’一1
　　　尻＝　　　　　，　　（一（置十の（εむ’一1）≧O）
　　　　　　一む一むノ十猛一1

　　　　　　ε十む’一む直’十1
　　　む・哲’＝　　　　　　　　　（一（む十の（む6’一1）＜0）
　　　　　　一6一‘ノーポ十1

　（v）オが±1に等しからざる実数とする。

　　　　　　オー1　　　かOQ＝　　　　（一む≧0）
　　　　　　哲十1

　　　　　　　6十1
　　　かoO＝　　　　　（一6＜0）
　　　　　　一‘一1

　（vi）oo・oo＝1

　残されたα＝0，ゐ＝±1の場合については次の定理が成立す惹

　〔定理8〕　実数の集合にooを加えた集合に於いて，次の様な交換可

能な結合を定めると可換群が得られる．

　（i）単位元はQOである．

㈹一
二瓶兇

　（iii）　‘キo，OQのとき，

　　　　1　　●6．一＝oo

　　　　6
　　　オ・（一ε）＝0

　（iv）孟キo，ooで且つ，（1一‘の（哲十のキoとする．

　　　　　　哲ピノー1
　　　むイ＝　　　（（〆一1）2≧（む＋の2）
　　　　　　む十ご’

　　　　，　む十εノ
　　　む・む＝　，　　（（6む’一1）2＜（む十の2）

　　　　　　ε6－1
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　〔定理9〕　実数の集合に。Oを加えた集合に於いて次の様な交換可能

な結合を定めると，アーベル群が得られる，

　（i）単位元は0である．

（h）・・…
二汐、1、1禦

　（iii）　6キo，Ooのとき，

　　　　1
　　　6・一＝Oo
　　　　む

　　　む・（一哲）＝0

　（iv）帥o，oo且つ，（6十の（ゲー1）キoのとき，

　　　　，　　6十む’
　　　む・む＝一　　　（（6＋の2≧（哲6一1）2）
　　　　　　　ε6，一1

　　　　　　　躍一1
　　　彦・オ’＝一　　　（（哲＋の2＜（孟6’一1）2）
　　　　　　　む十ε’

2円（・÷y＋猟（・＋去）2＋Ψ・一・の交点（鰐）

を通って2円と交わる直線を引く．その交点は，

　　　（1〒睾，穿＋z（1諄の）〉

　　　　　　1＋㍗／3の　ゾ3

　　　　　　　　　　　，
　　　　（1＋が　2の（1辮））

で表わされる．この2点を平行移動して，円〆十ず＝1の上にもって

来ると，円周上の点集合の中で自己一対一対応が得られる．即ち，そ

の対応は，

　　　（Xl｝7，）←一→（X’，y’）一…一……・…一・…………・（1）

　　　　　　1　1一γ3の　　　1　1＋γ3の
　　　X＝　　　十　　　　　　，X’＝一一
　　　　　　2　　1十の2　　　2　　1十の2

　　　　　γ3　の（1一、／3¢）　　㍗／3　の（1＋V／3¢）
　　　y＝　　　　十　　　　　　　，r’＝　　　　一

　　　　　　21十¢2　21十コp2
である．よって
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　　　　　　γ3　　　　ゾ3
　　　　r－　　　　　　yノー

　　　　1－　1（のキー÷プ号）…（H）
　　　　　X十一　　　　Xノー一
　　　　　　　2　　　　　　　　2

また，

　　　X＋・ゾ3y＋X’一㍗／3rニ0一一…・一一一………・・…＜皿）

故に，定理3より次の結果が得られる．

　〔定理〕　円周上の2点を，（X1，rエ），（X2，yP2），それに対応する2点

を（X1’，yr）（X2ノ，y2ノ）とする．さらに，（X1’，yD・（X2’，y2〆）なる

点を，（X1，y1）・（X2，y2）＝（X、X2－y172，XIy2＋X2y1）に対応する点

とすれば，

　　　（瓦班）・（鳳理）一（参遡一瑚）＋穿（躍

　　　　欄鴫一穿（鵬一嘔）＋参遡欄班））

なる結合を得る．且つこの結合によって，円周上の点は可換群となる、

また，

（H）より，

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1
　　　（Xl　y）の2十ず＝1，Xキー一←一→のキ　＿QQ
　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　γ3

　　　（一｝一穿）←→・・

　　　（一÷㌢）←→壽

によって，円集上の点集合と，実数の集合に。Oを加えた集合R。。とは

一対一対応が得られる，この対応より円周上の点の集合上の可換群と

同型なる可換群を，E。。の上に於いて得られる．即ち，

　〔定理〕集合R・・に於いて次の結合を定めるならば，R。。は可換群

となる．

　　　　　　　　　1　（i）¢，宮キOD，　＿，ωキーッ　のとき
　　　　　　　　γ3
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　　　　　　鯉一γ3（の＋鰹）一1　　　一　　一
　　¢響＝　　　　＿　　 ＿（の十ッ十γ3躍一㍗／3＝0　のとき
　　　　　の＋Ψ＋γ3曙一γ3

　　　　はoO

　　　　　　　　1　（ii）¢キ00，　＿　のとき
　　　　　　　㍗／3

　　　　　　　　1　　¢・（一¢）＝　＿
　　　　　　　　γ3

　　　　　　　　1　（iii）のキQO，　＿　 のとき
　　　　　　　γ3

　　　　　　の一γ3　　　　　1
　　餅OO＝　　　＿（の＝一　＿　 のときは00）
　　　　　　1＋》3の　　　㍗／3

　　　　　　　　1　（iv）　のキOQ，　＿　 のとき，
　　　　　　　v3

　　　　　1　　一㍗／3が一4¢一γ3
　　　のロ　　　　ニコ
　　　　γ3　　　　　3謬2－1

　　　　　　　　1　　　　　1　　　　1
　（v）。。・。。＝　＿，　＿・　＿＝o。，
　　　　　　　ゾ3　　γ3　　γ3

　　　　1　　　　　　　　1
　　　　＿・oO＝一　　＿　（単位元）
　　　ゾ3　　　　　γ3

　双曲線〆一ず＝1上の点集合と，円∬2＋ず＝1上の点よる（0，±1）

なる2点を除いた点集合（これをGと書く）とは，次の対応によっ

て一対一に対応させることが出来る．

　　　⑳岬一・←→（｝一号）

　双曲線上の点の集合は次の結合によって，可換群となる．

　　　（の，Ψ）・（げ，写’）ニ（妖露＋鯉’）＋b（曜十吻），δ（のの’＋鯉ノ）十妖堀

　　　　＋吻））♂一δ2薫1，

　この可換群と同型な可換群がGの上で得られる．

　〔定理〕　円が＋ず＝1上の点の集合より，0，±1）を除いた集合を

Gとする．Gに於いて，次の様な和を定めるとGは可換群となる．

　　　（ゆ（廻）一（妖1＋写誘≦6（，＋ず）・
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’袈暮鶉≡li翻）

　ここにα2一ゐ2＝1

（誌α（・㈱一δ（醐報た群の単位元は（÷のである・）

　双曲線〆一ず＝1上の点集合とGとの一対一対応が，

　　　（瑠）珂一・←→（｝昔）

の揚合には次の定理を得る．

　〔定理〕　Gに於いて次の様な和を定めると，Gは可換群となる．

　　　（襯＠）一（α（1＋霧舞ゐ（穿＋ず）・

　　　　袈皆蕪簑翻）

　　　α2一わ2＝1

（註α（・＋94）＋ゐ（翻キ軌また群の単位元は倦一のである・）

　双曲線〆一写2＝1上の点集合とGとの一対一対応が，

　　　（婦）が一ず一・←→（一寺一昔）

の場合には次の定理を得る．

　〔定理〕Gに於いて次の様な和を定めると，Gは可換群となる．

　　　伽）帽）一（一妖1＋ッず誓わ（，＋ず），

　　　　袈1鶉…ll翻）

　　　♂＿b2＝1

（誌α（・＋Ψず）一δ（㈲糧た群の単位元は，（÷÷）である・）

　双曲線¢2一写2＝1上の点集合とGとの一対げ対応が，

　　　（亀写）’一ず一・←→（一｝号）
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の揚合には次の定理を得る．　　　　　　　　　　　　　　～

　〔定理〕Gに於いて次の様な和を定めるならば，Gは可換群とな

る．

　　　（瑠）（翻）一（一α（1＋ッ誤δ（劉＋4）・

　　　　鶉鴇畿1講ll）

（誌群の単位元はK譜）である・）

　　　　　　　　　2　円周上の点と行列の群

　〆＋ず＝1なる円に於いて，（¢，雪）に対応する点として，

（膿諜，瓢鴇）なる点を考える・

　これが円周上にあるための条件は，

／饗総騨』』1二1』一一・）

である．

　条件（1）を満星する2点を，

　　　（x1，y1）一（器器li・P畿絵）

　　　（塩y・）一（藩舞鴇i，篭妾翻箒）

として，（X1，r1）と（X2，y2）の積を，次の様に定義する・

　　　（瓦Y）一（x・，y）・（珊一（召鵠魏・

P畿葦霊霜∫） 〈2）

これを通分して，
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　　　（珊）一（鑑葦器書，焉鞠1幕’）

とすれば

　　　（1※1）／※1＞（※）

が成立する．また

〔定理1〕

（（膨）黙穿燦欝剃

は群をなす，この群に含まれるすべての元は円周上の点に対応する．

　〔証明〕傭＋勾＋oキ0なることを証明しよう。p2十p’2一α2＝Xキ0

．とおくと，g〆一g’γキ0である．よって，

　　　　　α（ゐ〆一〇9’）　　，　α（go－bγ）

　　　P＝　　　　，　　ノ　　，　P＝　　　〆　　ノ
　　　　　　9γ一9？’　　　　　　　（～γ一9？’

　　　　　　　　　　　α2
　　　P2＋プ2一α2＝（9γ’一47）2｛（δ〆一・4）2＋（9・一ゐγ）2一（9〆一47）2｝

　　　　　　　¢2
　　　＝（9〆一4γ）2｛δ2（γ2＋〆2）一2わ・（〆4＋γ9）＋・2（92＋42）．

　　　　一（9〆一砂）2｝

　　　　　　　α2
　　　＝（9〆一47）21（02一ゐ2）（92＋42一ゐ2）一（9〆一9り2｝

　　　　　　　α，2
　　　＝（9〆一47）2｛92（4＋9’2－2δ2＋γ2）＋9’2（92＋42－2δ2一〆2）

　　　　＋2曜7〆一ゐ2（・2一ゐ2）｝

　　　　　　　α2
　　　＝　　　　（92＋42－62）2＞o
　　　　　（9γ㌧9’γ）2

　　　　　　（9〆一9ノγ）2
　　　∴X＝　　　　2　　＞0（αキ0）∴P2十P／2＝02一ゐ2

　　　　　　　　α
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　　　．・．X＝02－b2一α2＞0

〔定
懲）一詞一・の群の部

分群である．

　この定理に於いて，z1＝α，の2＝1の3＝わとおくと次の定理が得られ

る，

　〔定理3〕　円♂十ず＝1の円周上のすべての点より（0，±1）を除い

た点集合は

／（識，瞬劃一の

集合に於いて，（2）により積を定めるならぱ，定理2の行列の集合と

準同型な群が得られる．またこの群は同じ点集合上で

　　　（偽わ）・（砥び）一（1篶び・謡・）

なる結合を有する可換群と同型である。

　〔定理4〕双曲線¢2一ザ＝1上の点集合は

｛（讐）嘆欝〕で表わ・れる・この

集合の上で，

　　　（δ結1，響）・（び慕1・響）一（び浮差1・薯）

　　　　　　　αα’　　　　　b十ゐ’
　　　α”＝　　　　　，ゐ”＝＝
　　　　　　1十ゐδ’　　　　1十わδ’

　なる積を定めるならぱこの集合は可換群となる．
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　〔定理5〕　　解十1　　　肋

　
　
　
　
　
　
｛　　　　　　　一　　　　　　〇
　　　　　　　　　焉2－1　　乃2－1

　　　　　　　　　0　　1　　0　　乃2キ1　は群をなす，或は

　　　　　　　　　2な　　　　鳶2十1
　　　　　　　－　　　　　　0
　　　　　　　　　為2－1　　ゐ2－1

として，次のものが存在する．

　実数の集合より±1を除き，次の結合を定めると群になる．

　（i）　単位元は0

　（ii）　焉・ん＝0

　　　　　　　　　　　　　　肋’一1
　（iii）乃キ溶のとき，か溶＝
　　　　　　　　　　　　　　焉’一乃
1の群の部分群である

である．

　　　　　　ω2　　　　α2　　　ゐ2　　　　ゐ2
　　　　一一　　α　　　一一　　　　一一　　　b　　　－
　　　　　　2　　　　　　　　2　　　　　　2　　　　　　　　2

　　　　一α　　　1　　　一α　　　　　6－　　　1　　　一ゐ

　　　　　α2　　　　α2　　ゐ2　　　　ゐ2
　　　　一　　 一α　1十一　　　一　　　一b　1十
　　　　　2　　　　　　　　　2　　　　　2　　　　　　　　2



210　　一橋大学研究年報　自然科学研究2

円岬一・の周上の点（　）を端点とする半径の上に（1∫α雪，

1雲α写）なる鰍り・これ齢・）に瀧円との交点を求める

と，その座標は，　1

嶋薯ず舞）く・）

である．定理7の群は可換群であるから次の定理が成り立つ，

　円0の一半径を0オとし，円周上の1点をPとする・OP上の1

点をPとし，P’よりOD下せる垂線の足をP〆’とする．直線0且

に関して平面は二つの部分に分けられる。．P〆P”はP’が一方の側に

ある時正，7が他の側にあるとき負とする，また，平面は円の外部

と内部に分けられる，P7はP’が一方の部分にある時正他の部分に

あるとき負と定める．

　〔定理7〕　円0の直径を且βとする。0且，OBに非ざる一半径を

OXとし，OX上の2点をLP，9とする，五召に下せる垂線の足を一P1，

軌とする、

　　　PlP：XP＝1：ω，（119：X9＝1＝δ

　とする．．P且，9！1と円0の11に非ざる交点をX’，X”とし，OX’

上の点P’より且βへの垂線の足をP2，0X”上の点g’より超に

下せる垂線の足を92とする。

　　　P2カ〆：X’P〆＝1：b，929’：X”9’ニ1：α

とするならば，P’，9’，五は1直線上にある，

　〔定理8〕　円0の半径を〇五とする，円周上の五に非ざる1点を

・Pとする，0且と円OにPに於いて外接（内接）する円の中心を0’

とする．0値と円0の交点で且に非ざる点を9とし，9に於いて，

円0に外接（内接）し，且Bに接する円の中心を0”とすれば，0’協

はPを通る，
〔証明〕Pの座標を（ωとす繍σの座標は（1茎写，
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1塁卸）である・
よって，

1　　一

1　　一

一1　　一

　
0
0
1

　
0
1
0

　
1
0
0

　
　
一
一

1
2

　
　
1
3
2

一1

一
1
1

1
2
1
1
2

　1の代りにαを使うと，次の定理を得る．

　〔定理9〕　円0の半径を0且とする．円周上の五に非ざる1点を

．Pとし，OP上で1点9’をとり，7より0且に垂線を下し足をP’

とし，　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　　　P’P”：PP〆＝1：α

とする，7且と円0との交点で且に非ざる点を9とする．09上に

1点9’をとり，9’より〇五に垂線を下し，足を9”とし，

　　　9／9”：99’＝1：一α

とするならぱ，9’，オ，．Pは1直線上にある．

　さらに，結合率は次のようになる．

　〔定理10〕　円0の半径を〇五とする・円周上のオに非ざる1・点

をPとする，OP上に1点P’をとり，7より04に下せる垂線
の足をグ’とし，

　　　P’P”；PPノ＝1：α

とする・且πと円0との交点（五に非ざる）をgとする．09上に

1点9〆をとり，9’より0オに下せる垂線の足を9”とし，

　　　9’9”：99’＝1：ゐ

とする。且9’と円0との交点（オに非ざる）をRとする．0刃上に

1点E’をとり，E’より0孟に下せる垂線の足をR”とし，

　　丑ノ』R”＝1～Rノコ1：0

とする．且E’と円0との交点（且に非ざる）をSとする．以上に於

いて，α，ゐ，oの順序を変更しても同1点Sに達する．

　（2）に於いて，6＝1一α，δ＝一1一αとすれば次の定理を得る．



212　　一橋大学研究年報　自然科学研究2

〔定理11〕　円0の半径を0且とする，円0に点Pに於いて外接

（内接）し，0且に接する円の中心を0’とする．00’上の1点をP’

とし，P須と円Oの交点で且に非ざる点を9，09と0’，4との交点

を9’とする．P’，9’より011に下せる垂線の足をP’，9”とすれ

ば，次の関係が成立する．

　　　PP〆　　9Q’
　　　　　＋　　　＝1（一1）
　　　P”jP〆　Q”（～’

　〔定理12〕

0
0
1

0
1
0

1
0
0

　
一
一

（（裟蒙÷幕子）情

の・一…・と姻等簑

一事毒）である・よ・て次の定理を得る・

　〔定理13〕円0上の1点Pに於いて接し，半径0且に内接（外

接）する円の中心を0’とする．0’且と円0の交点（且に非ざる）を

9とし，円0’の0且に於ける接点と9を結ぶ直線の円0との交点

（Qに非ざる）を9’とする．9’に於いて円0に内接（外接）し，〇五
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に接する円の中心を0”とする，0”五と円0との交点にして五に非

ざる点を9”とする・9”と，円0”の〇五に於ける接点を結ぶ直線

をひけば，この直線は且を通る，

　円♂＋ず＝1の1点（の，写）のΨ軸に関して対称な点に於いて外接

（内接）し，ω軸に接する円の中心の座標は

　　　（霧豊1・1皇写）（（罵・、辛Ψ））

である．この点と（1，0）を結び，円との交点を求めると，

　　　（講主｝壽誹吉3）（（≡講皐1・

　　　　寄幕腎））

である。またの軸との接点と，この点を結ぶと，その座標は，

（弓畿1・篶篇2）（（謡鵯1・

壽藷2））

である，

　〔定理14〕

　　　　　1

　
　
　
〔　　　一一　　1　　　　　2

　　　　－1　　－1

　　　　　1
　　　一一　　一1
　　　　　2

2
　
　
　

1
2
一
3
2

　
　
　

1
　
一
　
ー

ユ
　
　
　

　
　
｝
1
2

「
　
0
　
0
　

1

　
0
　
1
　
0

　
1
　
0
　
0

　
　
一
一

3
＼4
⊥
2

　
　
1
　
3
2

一
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　この定理より，次の定理を得る．

　〔定理15〕　円0の直径を五Bとする．これに垂直な直径をσDと

する，円周上の1点をPとし，ODに関してPに対称な点を7と
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する，7に於いて円0に接し，五BにP”に於いて接する円を円01

とする．0凶と円0の交点で且に非ざる点を7”とし，P’7”と

円0の交点でブ”に非ざる点を9とする，ODに関して9に対称

な点をg’とする．9’に於いて円0に接し，五Bにg”に於いて接す

る円を円02とする．02且と円0の交点で11に非ざる点を9”’とし，

9”9”’と円0の交点で9’”に非ざる点をR．σヱ）に関してRに対称な

点をR’とする．R’に於いて円0に接し，且BにE”に於いて接する

円を円03とする．03且と円0の交点で五に非ざる点をE’”とし，

E”R’”と円0の交点でR’”に非ざる点はPである．また，P”とR

は且Bに関して対称である．ここに且Bに関して一方の側にある円

命は内接とし，他方にある円0乞は外接とする．

3　円周上の点集合より2点を除いた集合と群

　〔定理1〕　円〆十ず＝1の周上の点集合より（0，±1）を除いた点

集合に於いて，

　　伽）・鰯）一（、鴇ザ畿）

なる結合を定めれぱ，この集合はアーベル群となる．

　（¢，写），（ガ，のを通る直線との＝0との交点と，（1，0）を結ぴ円

との交点を求めれぱ，この結合となる．

　単位元は（1，0）である．

　　（¢，Ψ）（¢，一Ψ）＝（1，0）（¢，霞）（一の，一Ψ）＝（一1，0）（の，“）2

　　　一一（1葦li，1舞

これより次の定理を得る．

　〔定理2〕　円0の周上の1点P，それのOZ）に関する対称点を戸

とする．円周上の1点9をPに結び，o．oとの交点を．P’と結び，

円0との交点で7に非ざる点を9’とすれば，9と9’は0．0に関

して対称である．

　証明　P・9＝7・9ノ，9・π一1＝（一1，0）より明か。
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また，結合率を幾何学的に云えば次の様になる．

　〔定理3〕　円の直径を且β，これに垂直な直径をσZ）とする．周上

に3点P，9，Eをとり，pgとσZ）の交点と温を結び，円0との五

に非ざる交点をE’とし，PE’とODとの交点と且を結ぴ，円oと

の孟に非ざる交点をSとする．9Eとσヱ）の交点と五を結び，円

0との五に非ざる交点を7とし，P7とσZ）との交点と五を結

ぴ，円0の丑に非ざる交点をTとすれぱ，TとSとは一致する。

さらに（砥Ψ）（誹講，）漁一鰹）

　　　　　（卿（録鍔，）一（一翻となる・これは次

の様に云われる。注意，以後の定理に於いて，直交する2直径と言及

されていない揚合は，それはオB，σDであるとする．

　〔定理4〕　円周上に1点P，を定め，．Pより円に接線を引き，OD

との交点を9，9且と円Oの交点で且に非ざる点をEとする．Eの

五召に関する対称点をR’とし，．P丑’とαZ）の交点を9’，9包と円

0の4に非ざる交点をP’とすれば，PとP’は且Bに関して対称

である。また，Eの0に関する対称点をE”とし，R”．PとαPの

交点と，4を通る直線の円0との且に非ざる交点をP”とすれば，

7’は0に関してPと対称である．

　〔定理5〕　円Oの周上の1点を一Pとする．PのODに関する対称

点をP’，σDとP7の交点と五とを結ぶ直線の円0との交点で且

に非ざる点をgとする，Pに於ける円0の接線とODとの交点R

と，且を結ぴ，円oとの且に非ざる交点を9’とすれば，9　と9’

はσDに関して対称である．

　また91pとσ0との交点をオに結ぶ直線の円0との孟に非ざる

交点RとPとの0に関する対称点は1直線上にある．

証明（輔畑一 1⇒1等）によ撒
　〔定理6〕　円0の周上の2点をP17　とし，010に関して対称と

する，周上の他の1点を9とし，9P，9P〆のODとの交点を，R遅
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とし，．4R且E’の円0との交点にして且に非ざる点をS，S’とすれ’

ば，SとS〆は0．0に関して対称である．

証明（“）（“》（1鴛％・諜〉（一“）（切

一（、叢諜）

　〔定理7〕　円周上の3点をP，g，9〆とする．9と9’は且Bに関

して対称とする．P9とσPの交点と丑を結び，円周と交わる点で

五に非ざる点をRとする．P9とOZ）の交点と五を結ぴ，円周と

交わる点で且に非ざる点をE’とする．EE’の01）との交点をS

とすれば，SPは円の接線である。

　証明　（（z，穿）（2，％））（（記，穿）（2，一賜））＝（¢，Ψ）2

　〔定理8〕　円0の周上の3点をP，99’とし，9と9’は0に関

して対称とする．P9と0－Z）の交点と且を結び，円0との交点で4

に非ざる点をRとする．P9ノとσPの交点とオを結ぴ，円0との

交点で！1に非ざる点をE〆とする．RE’と0刀の交点をSとすれ

ば，PS！∠4B，

　証明　（（の，写）（β，％））（（一の，一写）（～，％））＝（一1，0）（2，瓢）2

＝（一3，％）（z，％）

　〔定理9〕円0の周上の2点を．P，9とする．P9とODの交点

と且を結び，円0との交点で丑に非ざる点をRとすれば，Rの0

に関する対称，点R’とPを結ぴOPとの交点を求め，これと且を

結び円0との交点で且に非ざる点を9’とすれば，9’は9の0に

関する対称点である．

　証明　（α，ゐ），（o，4）＝（¢，“）→（一の，一η）（α，ゐ）＝（一〇，一d），

　〔系〕円0の1点Pに於いて接線を引き，ODとの交点を五と結

ぴ，円0との交点で且に非ざる点をgとする，9のOに関する対

称点9’とPを結ぴ，CDとの交点と且を結ぶ直線の円0との交点

で五に非ざる点をEとせば，RはPの0に関する対称点であ
る．
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　〔定理10〕　円Oの周上の点をP，9，R，Sとする。P9とRSの

交点がσP上で交わるとする．その交点をTとする．オTと円0の

交点で五に非ざる点をUとし，Sの且Bに関する対称点をS’，U8〆

とODとの交点を7とすれば，玩14，Rは1直線上にある．
　証明　P（α，b），｛2（o，δ），丑（の，Ψ），S（％，乞）とすれば，

　　　（α，わ）（0，4）＝（の，ツ）（％，2）故に，（」P，軍）＝（ω，δ）（0，♂）

　　　　（％，一～）

〔定理11〕　円周上の3点をP，g，g’とし，

　　　P（α（の），6（の）），9（o（ω），4（の）），9’（一〇（¢），一4（の））α（の）

　　　一α（÷）・ゐ（ω）一ゐ（畜）α（の）δ（¢）はC・nstでない函数とす

る．

　　　α（¢）ゐ（¢））（o（の）4（諾））＝（∫（¢），9（の））

　　　（ω（¢）ゐ（¢））（一・（の）一面））一（∫（÷）9（÷））

なら嗣（z）一切（÷〉・（の）一一・（÷）である逆も真である．

　　　　　α（灘）。（劣）　一α（÷）・（÷）6（¢）＋4（の）

　証明　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　1＋ゐ（¢）爾1一δ（÷）4（圭）1櫛）㈲

　　　・（÷）一・（÷）

　　・一・（÷）d（÷）

より獄酬d（÷）圃劣）妬｝〉聯（の）＋嬬）

＋α（の）b（の）♂（z）（・（の）＋・（圭））一・

が成立することにより明か．逆は朋か．

〔定理・2〕円周上の・点を（の弩、1諭（，留1諭
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とすれ顧轟、ll〒1）（Ψ卑、1鋤一（講、1鋤

となる．よって，円周上の点集合（（0，1），（0，一1）を除く）は実数

乗法群と同型となる．

　〔定理13〕　円周上の点より（0，1），（0，一1）を除いた集合は，

｛（ω，写）ゆ，ッ実数キo｝の係る乗法群に準同型である．

証明（鋤一（の等幕）

　　　（瑠）（夙が）→（諾，鐸）（ω鴫，

　　　　　鍔i）一（誘響捧鎧ll誹1）

　〔定理14〕円0の周上に2点P，P’をとり，Pと7は0に関し

て対称とする．OPとσ．0の交点をP’に結ぴ円0との交、点で7に

非ざる点を9，0P’と01）の交点をPに結ぴ円0との交点でPに

非ざる点を9’とすれば，9と9’は対称である．

証明幅）（鷺壽）一（一亀鳩

（一翻（壽、等）鞠）より

　〔定理15〕　円0の周上の2点をP，9とし，五P，五9と0・Z）との

交点をP，9’とする，P9’，P’9と円との交点でP，9に非ざる点を

P” ”とすれば，P”と9”とは五βに関して対称である，

　証明　Pニ（謬，穿），9＝（～，％）とすれば

　　　瑚戸一伽）（偽一写）一（1号％・鐸秘）

　　　研一P・俳卿＠一％）一（1当賜諜％）

また，オP”と0’0の交点とgを結び，円0との交点で9に非ざる

点を丑とすれば，Rは一Pと対称である，

　証明　〆＝9R＝9PF1∴R；P｝i
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　〔定理15の系〕　円0の周上の1点をPとする．PのσPに関す

る対称点をP”とし・PP”と0ヱ）の交点を9’とする．且g1と円0

の交点で五に非ざる点を9とする，五PとODの交点をPノ，P’9

と円0の交点で9に非ざる点を9”とすれば，π’と9”とは且B

に関して対称，したがって，Pと9”は0に関して対称な点である，

　〔定理16〕　円0の周上の1点をPとする．Pの0に関する対称点

をP’，Pの且Bに関する対称点をP”とする．一Pに於ける接線と

ODの交点を7に結び，円oとの交点でP’に非ざる点を9とす

る、P〆7’とODの交点をPに結ぴ，円0とのPに非ざる交点を

丑とすれば，9とRは且Bに関して対称である．
　証明　P（の，ッ），P’（一∬，一穿），P”（詔，一ッ），

　　　9＝jP2Pヂー1，R＝一P’P”Pヨ．P”＝P－1

　　　∴9＝R『1

　〔定理17〕円Oの周上の1点をPとする．Pに於ける接線とOP

との交点をPの0に関する対称点P’に結ぴ，円0との交点でP’に

非ざる点を9とする．一PよりCPに下せる垂線の足とP’とを結ぴ，

円0との交点で7に非ざる点を丑とすれば，Eと9はODに関
して対称である．

　証明　PのσDに関する対称点をP’とする．

　　P・P”＝P’・∫～，P2＝9P’

　　R＝．PP”P’一1，12＝P2P〆一1

　PとP”はOPに関して対称，よって定理5より，PP”P”且＝P2P一止

　〔定理18〕　円0の周上の1点Pとする．Pに於いて接線を引き，

σIZ）との交点と且を結び，円0との交点で五に非ざる点をQとす

る．P9と01）の交点を且に結び，円0との交点で且に非ざる点

をRとする。．Pの0に関する対称点をP’とし，PノとPに於ける

接線のODとの交点とを結ぴ，円0との交点でP’に非ざる点を8

とすれば，8とRはσDに関して対称である．

　証明　P2＝9，pg＝E，．P2＝P／S

　　∴E＝P3S＝P2P’一1
　　　　　　，

’
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　．PとP’一1はσZ）に関して対称，よって定理6よりRとSはOD

に関して対称である．

　〔定理19〕　円0の周上に2点P，Qをとり，0に関する対称点を

それぞれ7，9〆とする．P9と0刀の交点を且に結び，円Oとの

交点で五に非ざる点をEとする。グQ’と01）の交点を河に結ぴ，

円0との交点で五に非ざる点をR’とすれば，左とR〆は且Bに関

して対称である，

　証明　P（ω，写），g（の，3），P’（一記，一ッ），9’（一U，一2）とすれぱ，

（偽写）（属％）一 、鴛鉱鑑）

　　　　（一賜一写）（一属一％）一（、暢％〒罪）

　となる．

　〔定理20〕円周上の1点をPとする．Pに於ける接線とODと

の交点を，Pの0に関する対称点P’に結び，円Oとの交点でPに

非ざる点を9とする．9に於ける円Oの接線と0－0との交点を，P

に結ぴ，円0との交点でPに非ざる点をRとすれば，R7とpg

と01）は1点で交わる．

　証P2＝Pノ・9，92＝PE

　　　P’R＝P29－1・P－192＝pg　　　　　　証終り

　〔定理21〕　円0の周上に4点X，r，P，9がある，XPとOPの

交点をyPに結ぴ，円0との交点でyに非ざる点をSとする，r9

と0．Z）の交点をXに結ぴ，円0との交点でXに非ざる点をTと

する．X9と01）の交点を｝7に結び，円Oとの交点でrに非ざる

点をUとする．YPと01）の交点をXに結ぴ，円0との交点でX

に非ざる点を7とするならば，P9，ST，U玩01）は1点で交わる，

　〔定理22〕　円周上の3点をP，g，Rとする．ここに，群の意昧で，

　　　R＝P・9
とする．OP，09，08と五Bの交点をグ，9’，丑ノとすれば，

　　　OP〆・og’瓢ORノ・0且



　　　　　　　　　　　　　　　　円周上の点集合と可換群　　221

である，逆も真である．

　証　P’，9’の座標はそれぞれ，

　　（1皇ッ・・），（1与・）

　である．さらに，p

　　　　　　　　　　　詔のノ

　　　劣　　¢’　　　1十写ず　　0

　　1一穿　1一写’　　　写十ツ’
　　　　　　　　　1－　　　　　　　　　　　1十鮒，

　が成立する．

この定理より次の定理が得られる．

　〔定理23〕円0の周上の1点をPとし，五Sに関してPに対称

な点をP’とする。σP，07の五Bとの交点を9，9’とすれば，

09・091＝0がである．逆も真である．

〔定理24〕04上に1点Pをとり，Pσと円Oの交点でσに非ざる

点を9とする．Pより0σへ平行線を引き，0より0孟に平行線

を引き，その交点と9を結び，円0との交点で9に非ざる点をE

とする．E9と01）の交点を且と結ぴ，円0との交点で且に非ざ

る点をSとする・σ9，0E。σSと0且との交点を，それぞれg’，E’．

Sノとすれぱ，次の関係が成立する

　　og〆・OEノ＝OS㌔〇五




