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拡張Mertonモデノレ

中　　村　　信　　弘＊

概要

　金融工学の分野における新しい金融技術として，確率金利のもとで一般的な

カーブしたデフォルト境界に対するMarkov過程の初到達時刻の確率密度関数

の計算法と企業の信用リスク計量化への応用を解説する．信用リスクの構造的ア

プローチ（structura1approach）の範購で，満期までにデフォルトが起り得る，

より現実的な設定をもつ拡張Mertonモデルを取り扱う．併せて，Longstaff

－Schwartzモデル［7］の誤りについて言及する．

1　序論

　近年，信用リスクのモデル化が盛んに研究されている．現在のところ，信用リ

スクを定量化するアプローチには，Duffie－Sing1eton［5コの分類に従うなら，

以下の2つに大別される．1つはMerton［9］を晴矢とする企業価値，企業固

有の情報構造に基づく“構造的”（structural））アプローチであり，デフォルト

過程は内生的にもたらされる．2つめはそのような企業固有の情報でなく，第3

者による信用査定に基づき，間接的に，企業の信用力をモデル化する“誘導型”

（reduced－form）アプローチである．後者のアプローチでは，企業の信用力の変

遷を格付け推移Markov行列で表すもの（格付け機関による信用査定）や，外

生的に確率ハザード率の確率過程を導入し，観察される社債のスプレッドデータ

に合わせるもの（社憤市場の参加者による信用査定）などがある．

　本稿では前者の構造的アプローチによる信用リスクのモデル化を研究する．
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最近，確率金利下での信用リスクの構造的アプローチで代表的な文献の一つ・

Longstaff－Schwartzモデル（1995〕［7］の誤りが指摘されている［4］．

その論文は，よく引用され，それに基づく実証研究さえ，幾つか報告されている

ため，その誤りは影響が大きいと思われる．残念ながら，まだ，その誤りが実務

家や研究者の間で知られていないため，本稿でその問題点を再度，明確にし，

［4］でまだ手がけられていない幾つかのトピックを考察する．Longstaff

－Schwartzモデル［7］は，金融工学風のファイナンスの論文であるが，もち

ろん，彼らは，正しいと思って論文を執筆し，複数のレフェリーの審査もパスし

出版され，10年近く世界中の研究者，実務家から引用され，実証研究さえなされ

てきた論文である．しかし，一旦，その誤りが明らかになったとき，金融工学を

用いて嘘をつくことはなんと容易かと思し）たくなる実例である．我々は，今，流

行りの「金融工学」という名前に躍らされるのではなく，自分の目で見て・正し

い判断を下さなければならないと肝に銘ずるべきである．

　信用リスクの構造的アプローチの実用化に関しては・JP　MorganのCred1t－

Metrics［8］やKMVモデル［11］，［2］などが有名である1後者の方法は，

デフォルトを満期時点においてのみ判定するMertonモデル［9］を基礎とし，

実務的な改良が加えられたものである．本稿では，Mertonモデルのより現実的，

実務的な一般化の観点からの研究として，［4］で提案されたデフォルトバリア

に対する初到達時刻の確率分布を計算する積分方程式法を援用して，確定金利・

フラットなデフォルトバリアの設定のもとで展開されたBlack－Cox［1］の株

式価値，負債価値の評価問題を確率金利，カーブしたデフォルト境界に拡張して

再考する．この研究成果はKMVモデルの実務的拡張を与えるものであり，実

証に繋がると思われる．本稿の目的の一つは，このような金融工学の分野におけ

る新しい金融技術の解説とその幾つかの実務的な応用事例を紹介することである一

　本稿の構成は以下の通り．第2章でMert㎝モデルの拡張とカープしたデフォ

ルト境界への初到達時刻の確率密度関数の計算アルゴリズム，第3章で確率金利

への拡張とLo㎎staff－Schwartzモデルの誤り，期中デフォルトを考慮した固定

利付き負債，変動利付き負債の評価を取り上げる．最後の章は要約と今後の課題
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にあてられる．

2　企業価値の変動モデル

　将来の不確実な企業価値の変動をモデル化する常套手段は，その資産価値過程

に1次元のMarkov過程を導入するものである．まず，構造的アプローチの基

本であるMertonのモデル［9］を簡単に解説し，次に，その拡張モデル（カー

ブしたバリア型デフォルト境界）の説明を行う．

2．1Mertonモデル

　フィルタ付き確率空間（Ω，∫，1〕，F），F＝（ア、）側で標準Brown運動

（BM）を（B。）。。。とする．Mertonモデルでは企業の資産価値が一定のドリフト

μ・拡散係数σをもつ次の確率微分方程式（SDE）に従って変動すると仮定する．

　　　　　　　　　　　　　　洲。
　　　　　　　　　　　　　フr：μ糾棚・・　　　　　l1〕

企業の負債の満期をτとする．このとき，企業の株式価値は，資産価値λ三を基

礎証券とし，負債額Dをストライクプライスとする満期τのコール・オプション

と見なせる．企業のデフォルトは満期時点τでのみ判定され，もし，満期の資産

価値んが1〕を下回らなけれぱ，その時点で企業を清算したとき，ん一Dのペイオ

フを株式所有者は受け取ることができるからである．

　Black－Scholesモデルと同様に完備市場を仮定する．リスクの市場価格φ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　dPホ（μ一プ）／σからリスク中立確率P‡を万1乃二・2一伽■芸”と定義し，その下で条件

付き講求権の評価を行う．式ωは1〕＊のもとでBMの戯を用いて

　　　　　　　　　　　　　　洲。
　　　　　　　　　　　　　　λ、＝”十σ倣　　　　　　（2〕

と表される．Black－Scho1esモデルのコール・オプションの計算と同様に，以下

のように株式価値の評価を行うことができる．

∫‘＝ゼ『｛『■oEホ［（λr－D）十1ク’］＝A’Φ1（ゴ）一2■πΦ1（ゴーσπ）　　　　｛3〕
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ここで，τ1二τ一f，Φ、（z）は1次元標準正規分布の分布関数，ゴは6＝（ln

音）・（1・等）1）／（1π）・三はλ・1σ榊L・一1似から決まる積分の下限

2＝一2で2＝6一σ万である．

2．2　カーブした境界に対する初到達時刻

　実務上，フラットな境界や指数関数的に減衰するカーブのような単純な境界以

外を考えたいことも多々ある．KMVモデルではデフォルト境界として，リス

クホライズンにおける一定の組み合わせ「（長期負債）／2＋（短期負債）」を採って，

Distance－to－Default（DD）という量を定義し信用リスクを計量化している

［2］．これは，短期負債のレベルを資産価値が下回れぱ，デフォルトは起きるが，

長期負債の半分程度まで資産価値が減少しても，実際にはデフォルトは起きてい

ないという米国市場の実際の分析による［3コ．但し，KMVモデルでは，負債

の満期でしか，デフォルトの判定をしない単純なMertonモデルの枠組みを援用

している．長期負債と短期負債の組み合わせで負債のレベルは満期まで一定では

なく，期中でもデフォルトは起きるのが通常の場合であるから，これらの特性を

とり込める本稿のデフォルトバリア型の定式化はより現実に近いものといえよう・

　それでは，そのようなより一般的なカーブしたデフォルト境界に対してどのよ

うな評価方法があり得るのであろうか？　フラットな境界の初到達時刻の確率を

求める指尋原理はBrown運動の反射原理（reflecti㎝principle）であったが，

カーブした境界ではこれは，使えない！1〕

　では，どうすればよいか．答えはBrown運動の（強）Markov性を使う方法

である．（κ、）、、oをdriftμ，拡散係数σの1次元Markov過程，坐をそのバリア

型デフォルト境界とする．κ、のMarkov性より次の積分方程式が成り立つ一左》

∫≧〃，π皿＞尤皿として∫（f，κ一〃，兀皿）＝∫呈g（∫）！（よ，π。1∫，ア。）必，（κ。＜五’）．右辺のg

（∫）は時刻∫でデフォルトする確率密度関数を，∫（・）は状態変数κが時刻5から

時刻ぽでフリーに遷移する確率密度関数を表している・バリアヘの初到達は

［〃，オ］の任意の時刻で起きるため，その範囲で上記の積の確率密度関数を積分

すれぱ，それが，時刻砒からはでの時間にフリーに状態変数灼が推移する確率
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密度関数に等しくなる．ここで，条件幻く〃が必要なのは，もしも，その逆の不

等式が満たされる領域にすると，余計な項（バリアを一度もヒットしないでゴー

ルに到達するパスに対応した項）が右辺に現れるからである．上式でドOとし，

両辺を刎で（o・，五。）の範囲で積分し，変数灼を消した表現をつくる．

軌（五■蛉。1’伽））一∬軌（ム■鈴ω）・・）瓜　（・〕

ここで，”（f，∫；κ）＝π十μ（工一∫），∫（工，∫）＝σ月．この積分方程式14〕は，次

のように，時問方向に離散化して簡単に解くことができる．〃を時問の分割数と

すると

　　　　　　　　　Φ1（α！）＝ΣΦ1（凸。一、十｛）σ、，　主＝1，…〃　　　　　　　（5〕

　　　　　　　　　　　　　』！1

　　　　　　五，一〃（ま，，0；κ。）　　．　　　　　△f．　　　　△f
ここで…＝∫（＾，0）・ろH・1＝（五・一肌・ら■丁凶））舳・ち■丁）・

　　　　　　△’σ・：＝△勿（ゲ丁）・Φ1（わト・・｛）は下三角行列になるため・こののに対する連立1

次方程式は効率的に解くことができる．この解法では境界〃は適当にカーブして

いてもよいため，より汎用的手法といえよう．

　なお，デフォルト境界の下側でOになる切断確率密度関数は，積分方程式（4〕の

解g（・）を用いて

　　　　　　！甘（舳苅）一〃，灼1・，蜘）一∫・（／）〃，小，瓦）必　（・〕

と表される．この切断確率密度関数（6）を使えば，任意の（滑らかに）カーブした

境界に対する確率計算が可能となる．

　本節の応用の可能性を少し考えてみよう．まず，最も直接的なものは為替市場

などでよく利用されている！ツクアウト型のオプション契約である．市場ではフ

ラットな境界がよく商晶化されているが，本節の方法によりカーブした境界での

価格付けも可能である．第2は，信用リスクのモデル化に関する誘導型

（reduced－form）アプローチの一つである，格付け機関の発表する信用格付けと

その推移行列に基づく方法への応用である．本稿の方法で，公表された遷移確率

の情報から，デフォルトの格付けを吸収壁とし，格付け問の閾値や，Z一スコアの

変動過程を逆解析することが可能と考えられる．第3に，金融商品の評価で，例
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えぱ，住宅ローンの期限前返済リスクをもつモーゲージ証券（MBS）で，市場

金利が低下すれば，借り換えの誘因が発生するとみられるため，モーゲージプー

ルの中で，適当な借り換え金利の閾値がモーゲージ債務者の間に存在すると仮定

すると，本稿の方法が適用可能である．その方向で，著者によるMBSの研究

［1o］がなされている．また，株式に関して転換価格近辺で適当にカーブした転

換曲線があるとし，その上の価格で転換が促進されるとすれぱ，転換社債

（CB）の価格分析にも応用可能であろう．確率金利の取り扱いも次章以降で説明

するため，比較的長期のCBの評価も可能であろう．その他，企業価値，事業リ

スク評価など，境界条件に関連した初到達時刻の形で定式化できるような場合に

は，応用可能であろう．

3　確率金利下で期中デフォルトのある企業価値変動モデル

　前節の方法を，企業価値だけの1次元から（企業価値十金利）の2次元に拡張

することを本節で考察する．［7］，［4コで示された方法で，確率金利下で企業

価値がある所与のレベル（負債額に関係した）をヒットしたらデフォルトする設

定で，デフォルト確率，信用スプレッドを計算する手法を紹介する．

3．1デフォルト境界をもつ条件付き講求権

　前節のMertonモデルでは，企業のデフォルトは期末の，すなわち，オプショ

ンの満期時点においてのみ起きることを仮定していた．本節では，期末だけでな

く，期中に起きるデフォルトも考慮した拡張Mertonモデルを研究する．そのた

めに，期中のデフォルトを定義する．ここでは，それは，B1ack－Cox（1976）

［1コと同様に，企業価値が所与のデフォルト境界ろ（工）（ろ（T）く1）とする）を

ヒットしたときに起るものと仮定する．デフォルト時刻をτと書くと，τ＝mr

｛flんくろ（f）｝．評価すべき条件付き講求権は確率金利γ土で定義されたマネーマー

ケットアカウント（money－market－accomt）凪：＝exp（∫け蜆伽）を用いて表

すと

434
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　　　　　　　　　　　　　　凪
　　　　　　　　　　∫FE韮［亙（λrD）十1榊11クl1・　　　17〕

ここで，（η凶は確率金利と企業価値で生成される増大情報系（filteration）で

ある．この条件付き請求権の意味は，期中にデフォルトが起きれぱ，株主の取り

分は0，期末までデフォルトが起らなけれぱ，通常の株主の取り分（A、一D）十

が貰えるというものである．この条件付き請求権の計算は，フラットな境界の場

合はエキゾティック・オプションの一つでバリア型オプションの計算と殆ど同じ

であるが，カーブした境界の場合は解析解の形で求めることができないため，本

稿の積分方程式による解法が有効な計算手段となる．一方，負債の評価は1）、、、＝

　　B。　　　　　　　　　凪
Eホ［τ1舳mi・（D・ん）十亙11τ1ηん1クflである・∫1・・1．1一んになること

に注意．

3．2Longstaff－Schwartz（1995）モデルの誤り

　期中のデフォルトがある場合の計算は，一般の確率金利モデルでは解析的な導

出が難しいため，前節より，更に，特定化する．ここでは，確率金利は1一ファ

クターのHull－WhiteモデルのOmstein－Uhlenbeck（OU）確率過程を仮定す

る．構造的アプローチで，このような状態変数が2つあり，期中のデフォルトを

考慮する定式化はLongstaff－Schwartz（1995）［7］が最初の代表的論文であ

る．

　企業価値の対数をとったものをパ＝lnA土，デフォルト境界の対数を

∠（f）：＝lnわ（左〕と書こう．次の式ではパラメータθはリスク中立確率に対して

調整されたものとする．

　　　　　o一η＝（θ一πれ）o屹十σ〕o！3音（f），

　　　　　　　　　　　　。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　18〕
　　　　　〃1一（γrト号）糾σ1（ρ棚1（1）・η・舳））．

ここで，B・（f），Bl（工〕は互いに独立なP非一標準Brown運動である．Longstaff

－Schwartz（1995）［7］の論文が正しくない点は，一言で云えぱ，SDE（8〕が不

確実性の源泉を2つもつ2次元Markov過程であるにもかかわらず，あたかも
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1次元の取り扱いをしてしまっている点にある．

確率金利の設定18〕では，以下のように，正確な2次元Markov過程の取り扱

いをしなけれぱならない．∀ん＜〃）に対して

〃，llル肪ム）一〃二〃苫・・（1・1・・ムー互（1〕1・・川（1・llル帥ムー1（1））・（・〕2）

この式では，企業価値が時刻∫でデフォルト境界をヒットしたとき，瞬間的な確

率金利γ、を積分して消す処理をしなけれぱならない．Longstaff－Schwartz

（1995）［7］では，この処理がなされておらず，あたかも1次元Markov過程

のように計算が行われている．

　以降の計算の便宜上，次の諸量を定義しよう．Ψ（丘，γ。）：＝∫三讐〕∂〃（止，η，ムlO，

κ。，1。），ψ（f，γ、1∫，γ、）：＝∫空〕〃〃，γ止，1一∫，γ1，ll＝∠（∫）），9・（∫・γ・）：＝9・（∫・…11：

1（∫）lO，κ。，1。）．式19〕両辺をんに関して一〇〇から∠（f）まで積分すると，Ψ（’，

γ、）：＝∫泌凪〃。σ、（∫，γ、）ψ（工，γ、1∫，γ岳）．この積分方程式は未知の関数g。（∫，7。）

に関する方程式で，数値的に，時間軸と，状態変数7占を離散化して次のように解

くことができる；時間軸は伽等分し，金利軸γ。は伽等分するものとする．ここ

でf、＝ノ△f，△f：＝η伽，γ，＝エ十ゴ△γ，△7：＝（アーエ）ノ伽．そのとき，

　　　　　　　Ψ（f、，γ，）＝ΣΣψ（ま、，γ、1加，・’）9・（1・，γ1）△f△・　　　o⑰

　　　　　　　　　　　　　止，1’＝1
この離散連立方程式ωを解いて得られるg・（九，γ1）からP＃のもとでの＾がデフォ

ルト境界を最初にヒットする確率，即ち，デフォルト確率は1〕申（τ’〈f；κ皿，ω＝

Σ狂、Σ狂、Φ（チ、，γ、）△f△γのように求められる．これをfで偏微分すれぱ，デフォル

ト時刻の確率密度関数！（‘）亀Σ｛二1σ。（ち，7。）△7が得られる．

　上のΨとψを計算するためには，Baye∫の規則を適用して・れに条件付けられ

た2変量確率密度関数∫（f，γ、，1．1∫，7岳，J岳）＝！（f，1三13，γ’，γ。，1占〕！（丘，れ1∫，γε，1且），

（∀∫∈［O，T］，∫＜f）を計算する．そして，

W，1。）一〃，／・1・，舳∫二‘レ1舳・1・・舳ん）・

ψ（f，1，ll，汽）一〃，γ／l，1。，ムー∠（1））∫二‘レ肌んll・舳・ムーム1））・ω

2次元Markov過程（γ，1）において，れに条件付けられたみの平均・分散は

5＜庄として，
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　　　μ（川舳ム）一・舳1一眺1・総㍗、1）（lr軌1），

　　ΣW沽ム）一Mムレ三｛舳峠鮒）　ω〕

のように表現される．これらを使って，最終的に，積分方程式（1⑭に現れるΨ，ψ

の単純な表現

舳）一〃・伽1）Φ1（∠（1抹一箒ん）〉

1（1・れll・れ）一〃・ηll・・／－1（・〕）Φ1（∠（ま圭言■隻1■肖…ll∫）〕）1l〕

を得る．ここで∫（f，γl15，ブ・）は瞬間金利（1次元Markov過程）（7、）、、oの遷移

確率密度関数である．

　ところで，今，評価しようとしている条件付き請求権は式（7）のように期待値の

中にデフォルトの指示関数の他に企業価値や割引債券価格が入ったやや複雑な形

をしているため，以下で説明するような価値尺度財（num6rairC）の変更に伴う

確率測度の変換を行う．

　まず，式（7）の第1項の評価に関して，通常のマネーマーケットアカウントから

企業価値んへの価値尺度財の変更を考えてみよう．σλ：＝（σ、ρ，σ、η）とし

て・対応する新しい確率測度〃を，Radon－Nikodチm密度関数より，次のよう

に定義する。〃■〃P＃1、一＝ん／（ん凪）＝ε（∫δφ月棚‡）。＝：Z舌，φ皇：＝σ〃，

（后：1，2）”（λ）”［1■］＝E‡［ZチLコ，λ∈乃．このとき，新たに定義した

戯（ま）＝戯（f）一∫孟φ｛（オ〕励，（后＝1，2〕は（”，F）一BMとなる．そして，SDE

（8〕は

〃れ＝（θ十ρ砺σ1一κη）励十〇bdBぎ（左），

∂ll一（γrl・手）・十σ1（ρ棚1（f）・η舳）．
（14

これらの∫DE（1Φの解は，Φ（’）：＝θ1“とすると，
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1（1）一州Φ（1－1）・∫邊（1（・）十ρ舳）Φ（1一・）…寸Φ（1一・）舳）・

　　　∫〉f

’（∫）＝1（f）十γ（左）”（∫一オ）十⑧（f，∫）一∂（f，∫）

・／∫s（舳一・〕・111）倣（ω・11后∫油・（・）／・ ω

これから，デフォルトのない割引債価格は

帥，ア）＝E串［。一／み舳1ア、1＝：ε一旧川〕一帥・・〕・去舳一’〕，　㈹

となる．ここで，”（τ一丘）：：∫泌Φ（∫一｛）：（1一θ1κσ■’〕）／π，Φ（オ，τ）1：

∫肋肌（τ1）＝∬θ（1一召■κコT■ω）／〃〃，σ看（τ一f）：＝σ彗∫岬（T一〃）伽

舳）：一（1一吾）（1－1）．解11〕から

　　　　（吾杉8■■舳一（洲尊’舳｛一｝鰍㌍泌富）・　ω〕

Co州γ（∫），1（∫））

一（、。∫書、（、．猟賦1＋σ、、）、”∫言（鰍｝乳棚｝考肴∂”）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o8）

　次に，式17）の第2項の評価に関して，価値尺度財を通常のマネーマーケットア

カウントから満期∫（〉工）の割引き債価格P（f，5）に変える変更に対応した，所謂，

Q、一先渡し確率測度を次に定義しよう．このとき，SDE（8）は

伽＝（θ一諸K（∫一f）一〃〃f＋σ。6蹄（左），

〃、一（プ、一δ一立一σ。σ、ρ川、一f））糾σ、（ρ僻（f）・η∂B舳）．ol〕

　　　　　　　2

Girsanovの定理より，Q岳はRadon－Nikodチm密度関数∂Q。〃Pホ1、、＝£（一

∫丘φ岳棚＾）、＝：Z～，φ岳（f）：＝（σo”（5－f），O）で定義され，Q占（λ）＝EQ岳［L］＝

Eホ［刀1、］，λ∈亙、となる．そして，新しい確率過程（B婁岳（τ））土≧。のもとで

戯（オ）＝疏（左）十∫｛φ貫（〃）伽，（后＝1，2）は（Q岳，F〕一Brown運動となる．このと

き，SDE（19〕の解は次のように求められる．
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図1　2つのカーブしたデフォルト境界

j
｛…

ノ　　匿亟；コ

…’’

盲…

　　　一　　　一　　　■　　　一　　　一　　　一　　　一　　　　一　　　一　　　■　　　1　　　’　　　・　　　一　　一　　　一　　　一

へ　　　　　　匠
＼

図2左図（・〕は漸増型，漸減型のカーブしたデフォルト境界に対する累欄デフォルト確

率．右図（b）は漸増型のカーブしたデフォルト境界に対してρ＝一1，十1の2つの場合で

計算された累積デフォルト確率．ここで，何れの図もτ一先渡し確率測度のもとで計算

されている．
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γ（1）一州Φ（H〕・∫（θ（・）一舳α一1））Φ（1一・）伽

　　　・碗∫㌔（・一・）捌・），・・f

1（∫）＝’（f）十γ（サ）K（∫一f）十⑪（‘，∫）一∂o（f，∫）

・／∫s（州1一・）・卯）舳）十ひημ（・）／． ⑫⑭

　　　　　　　　　　　　♂　　　　　一
ここで舳・∫）＝＝（δ’丁）（∫■工）・Φ（f・∫）：＝∫言（θ（・）柵σ1ρ）舳一・）伽

解12ωから

（芸：：㈱舳一（州淋；淋総㌫螂㌻2蛾ニデ）ゴ刎〉

Co〃害8（γ（∫），Z（∫））は式ωと同じである．

　以上より，積分領域を見：＝1ん〉Dlとして，前述の条件付き請求樹7）の

評価に移ろう．

・1［音11τ榊州1一〃［・帆い…1

一んΦ1（E紺）

一ん∬軌（l1ψ汽ΦI（号紺）必一んん　（l1

酎［P（芸：τ〕1け州1・・（。・・）・伽［・舳㎜l1

一・（げ）［Φ1（E紺）

一∫山伽（～〕焔（箭）必1一肌τ）ム（η〕

株式価値は式⑫Φ，122〕から∫（0）＝λoムーDP（0，τ）1。，負債価値はD。、。＝ん

一S（O）となる．g■（・），go、（・）は，それぞれ対応する確率測度のもとで表現した

Ψ，ψを代入した積分方程式（1Φを解いて得られる．式（2皿，⑫）のム，ムの計算では，

この解g（・）を用いて，1。〉1（工）に対して，デフォルト境界｛’（∫）｝oく。く’以下で0

となる切断確率密度関数が使われた．上式の右辺第2項はデフォルト境界に吸収
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拡張Mertonモデル （103）

される確率に対応している．

　本節の最後に数値計算例を示す．まず，1（f）＝ム±△〃（1＋8■λ｛H帖〕）のよう

な試験的なカーブしたデフォルト境界（図1）を考えてみよう．このような分析

は，従来の企業価値のみに不確実性を入れ，しかもBro“n運動の反射原理がう

まく使える一定かつフラットなデフォルト境界をもつモデルでは不可能であった

ものであり，現実の企業の資金調達で想定される，徐々に短期負債を増やす，ま

たは減らすときに対応した漸増型，漸減型のカーブしたデフォルト境界を念頭に

おいている．それらが株式価値や負憤価値にどのように影響するかを以下でみる

ことにしよう．漸増するカーブしたデフォルト境界の場合は，初期の段階でデ

フォルト境界が低いレベルであるため，ヒットする確率は小さいが満期が近づく

につれて，デフォルト境界のレベルが上昇し，ヒットする確率は高くなる．一方，

漸減するするカーブしたデフォルト境界の場合には，初期段階で既にデフォル

ト境界が高いレベルにあり，デフォルトは高い確率で起ってしまう．この結果，

漸増型デフォルト境界より，累積デフォルト確率は高めになる．図2（・）はそれを

示している．数値例は20年まで80分割し，γは適当な上下限を100等分した．各

パラメータは以下の通り．ρ＝一0．25，ん＝1，π＝1，θ＝O．06，σo＝而，

σ1＝O．2，　κo＝O．04，　δ＝O，　一ワ＝0，9，　1＝1n（O．91二〕），　T＝20，　△1＝l　ln（jワ）一11，

λ＝2，f砒＝T／2．漸増型デフォルト境界では20年めの累積デフォルト確率は

O．4221，期中のデフォルトを考慮した株式価値は0．3929，期中のデフォルトを考

慮しないプレーンなMertonモデルでの株式価値は0．6692，期中のデフォルトを

考慮した負債価値はO．6071．一方，漸減型デフォルト境界では20年めの累積デ

フォルト確率はO．6321，期中のデフォルトを考慮した株式価値は0．2501，期中の

デフォルトを考慮しないプレーンなMert㎝モデルでの株式価値は，満期までの

カーブした境界の形状には全く影響を受けないため同じ値0．6692，期中のデフォ

ルトを考慮した負債価値は0．74986となった．

　次に，確率金利の設定で初めて分析が可能な企業の資産と金利の相関ρの影響

を見てみよう．ρを一1から十！へ増やすと，累積デフォルト確率は増大する．
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従って，負債価値は増大し，株式価値は減少する．これは資産と金利の共分散が

全分散へ正の寄与を持つことによる．そのため，デフォルト境界へのヒットの確

率は上昇する．同じ格付けに属する様々な企業群で資産と金利の相関がぱらつく

ため，債券利回りのメプレッドのぱらつきは大きくなる．これは実証研究でも検

証されている［7コ．ρ≡一1のとき20年めの累積デフォルト確率はO．5177，期中

のデフォルトを考慮した株式価値は．3868，Mert㎝モデルの株式価値はO．6708，

期中のデフォルトを考慮した負債価値はO．6132；ρ＝1のとき，20年めの累積デ

フォルト確率はO．5177，期中のデフォルトを考慮した株式価値0．38684，Merton

モデルの株式価値は0．6708，期中のデフォルトを考慮した負債価値はO．61316．

図2（b〕はそれぞれの累積デフォルト確率を表している．ρ＝一1の方がρ＝1に比

べてデフォルトリスクは高くなることが見て取れる．

4　結論

　本稿では，期中でも企業が倒産する確率事象をバリア型デフォルト境界の形で

取り込み，かつ，そのデフォルト境界を企業の様々な資金調達の結果生じる負憤

の期間構造を許容するカーブ型に拡張し，長期負債の評価にも耐えられるように

金利変動リスクも考慮した信用リスクの構造的アプローチによる計量化モデルを

研究した．

　企業価値と確率金利の2つの不確実性は，2次元Markov過程で記述するの

が，最も簡単で直接的な定式化である．その方向で，よく引用される代表的文献

は，確率金利下での信用リスクの構造的アプローチに関するLongstaff－Schwar－

tz（1995）［7コであるが，彼らの論文には，誤りがあることが指摘されている

［4］．本稿では，Lo㎎staff－Schwartzモデルの誤りの解説と，［4］で提案さ

れた改良法を用いて，Black－Cox［1］において確定金利，フラットなデフォ

ルトバリアの設定のもとで展開された株式価値，負債価値の評価問題を確率金利，

カーブしたデフォルト境界に拡張して再考した．そして，［4］で考察されな

かったカープしたデフォルト境界の生存・デフォルト確率への影響を分析し，そ

の他の応用の可能性について言及した．
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　最後に，本稿で提案した幾つかの計算結果は，当該企業の財務データや社債の

市場価格データがあれぱ，それらを用いて実証が可能である．それらの実証研究

は今後の課題としたい．

‡表題英訳名「Extended　Merton　Model」．著者（Nobuhiro　Nakamura〕問い合

　わせは以下へ；Email：nnakamura＠ics．hit・u．ac．jp，tel：03－4212－3106（dial・in），

　fax：03－4212－3020（金融共同研究室）

1〕

2）

　初到達時刻の確率密度関数の満たすChapman－Kolmogorovの前向き偏微分

方程式（PDE〕を吸収壁の境界条件のもとで解く方法も考えられるが，後述す

る確率金利の設定では状態変数2つのPDEを解かなけれぱならず，更に，状態

変数が増える場合には，対処できないであろう．

　∀ム≧1（1〕に対しては，∫（れ，ん）を生存確率とすると，（つまり，ムがその

境界に時刻1までにまだ，到達していないという確率）式19〕は次のように修正

される．

　〃，れ，1－O，κ。，ん〕＝

μ∫二舳1・＾一州い㌦舳・れ・んll・＾一州・∫（れ，ん）．
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