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確率金利モデルにおけるアベレージ

　　　　オプションの価格理論

藤　田　岳　彦

1　はじめに

　アベレージオプション（アジァ型オプションともいう）は，原資産価格の

平均値にペイオフが依存するオプションである．平均をとることが，ボラテ

ィリティを減少させるのでこのオプション価格はかなり低くなっている．ま

た・市場の平均的なパフォーマンスを目安にとる機関投資家にとって，この

ようなオプションは非常に魅力的なものであろう．さらに，取引高が小さい

商品のリスクヘッジには，このようなオプションはかかせないものになって

いる．以上のような理由でアベレージオプションはエキゾティックオプショ

ンのなかでも最も重要な位置にあると思われる．

　金利が一定，ボラティリティが一定のモデル（B1ack・Sho1esモデル）で

は・アベレージオプションの解析はある程度行われているようであるが，実

際上でも重要である金利が確率的に変動する場合については，まだ研究され

ていないようである．そこで，本論文の主目的は，Black－Sholesモデルの

自然な拡張である確率金利モデル（Rabinovitchモデル）において，アベ

レージオプションの理論価格を計算することである．結果は少し複雑そうに

みえるのだが・2次元正規分布を用いて表されているので比較的簡単に計算

ができて実務上にも役に立つと恩われる．

2　確率金利モデル

7（工）を金利，S（f）を株価として，次のモデル（Rabinovitch　Model）を
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とる．

　また，これは，最初からリスク中立確率のモデルとして考えることとする・

　　　　　　　　　dS（士）＝7（f）S（f）批十σS（f）伽1（工）

　　　　　　　　　〃（工）＝α（γ（士）一わ）砒十cdω2（f）

ここでω1（サ）とω2（一）はそれぞれ，標準ブラウン運動で・互いに相関があり・

　　　　　　　　　　　　dω1（工）dω2（工）＝ρd工

と仮定する．

　これは，Rabinovitchモデル（［3］）と呼ばれているものでBlackSholes

モデルに金利過程がOmstein－Uhlenbeck過程であるという仮定を付け加え

た白然なものである．これを具体的に解くことにより，

1（f）一1・（・一1）・・介■伽・（1）（1（・）一1）

1…（1）一1…一去σ21・㎝1（1）・∫・（・）・1（・（・）一・）

がわかる．これを用いて，Rabinovitch（［3］）はTを満期とするゼロクー

ポン債の価格1〕（T）を

P（T）＿五（、一∬舳）

　　　　』（T〕一B（T〕r
　　＝θ

B（T）＝⊥（1一θ1・）

　　　　α

〃）一（ト壬）（・（・）一・）一÷G・（・）ブ

と求めている．

　また，Tを満期，Kを権利行使価格とする株式コールオプションの価格C

（τ，S，7）’ま，

。（∬、）一。（ma、（。（。）一瓦・）、一工㌃（・〕・）

　　　　　　　　　　　：SlV（〃1（T））一KP（T）W（〃2（T））

ここで，w（リ）は，標準正規分布の分布関数つまり・
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・（1）一古∫二浄伽

　　　　　　　　S　　　1
　　　　1・・KP（T）十2・（T）
ん1（T）＝
　　　　　　　　凧

また，

ゐ。（T）＝ん］（T）一凧

1（τ）一…2管c（H（τ））・壬（・一・・（・）・’■ξ”）

と求められている．

3　アベレージオプションの価格

区問［0，T］での株価の幾何平均を〃（T）つまり，

　　　　　　　　　　〃（T）一、÷∬・舳　とする．

　安全利子率γが一定のB1ack　Sholesモデル（dS（オ）＝γS（τ）批十σS（‘）伽（士））

では，アベレージオプションの価格λC（T）は，

　　　　　　　κ（T）一ゼ『TE（m・・（〃（η一KO））

一s、一去G・新〃（d、）一K、一㌦（d、）

　　（1・・妥・去（1・制

φ二　σκ

ここで，

φ一φ一1κ

のように求められている．（［2コ参照）

　本論文の主目的は，2で述べた確率金利モデル（Rabinovitch　Mode1）に

おいて，アベレージオプションの価格λC（T）を求めることである．

　まず，準備として，
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　　　　　　　　　　　・一÷∬1…（・）・

　　　　　　　　　　　　　ジ∫㌃（1）・1

の芦分敵共分散等を求める・それら㈱1れれば（÷∬1…（1）砿

∫舳）の分布は・・次元正規分布となるので密度関数が具体的にわか1・

λC（T）が計算できる．

1…（1）一1。・・一去・切（1）・∫1（1）ゐ

一1・…（・一去σ2）1・（1－1） 2皿L1

　　　　　　　　　切（1）・∫÷’舳）

・一1。…号（1一去・）・ひテδ）〆■1τ■1・小（1）・1

　　・号戸H一管一”）一’舳）

と確率積分の平均＝Oより，

・（・）一1。…号（1一÷σ2）・γ亨5θ”丁αT－1
（1＝μ1）

また，

γ寸（1）・1一州・一・）≒’・・戸÷’刎α）

より，

　　　　　　　　　oT　　　　　　　　　召　一1E（γ）＝6T＋（7－b） （：＝μ。）

号ゴ州11一ム

÷戸H■㌢■”）■’舳）一ム

とおくと，
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γ（X）＝γ（Xl＋X2）＝γ（XI）十γ（X2）十2CO17（Xl，X2）

γ（Xl）＝E（Xf）一（E（Xl））2

となり，

一素∫T・・∬∫・伽

　　2　σ二一τ
　3

γ（ム）一（号ブ八〆（T■ω■繁1）■1プ伽

　　2　　　　吻丁一、≒・（22テ1 　　2・篭・3・τ一ατ2一・剛

また，

　　　　　　　　　　　ω。（。）一ρω、（。）十戸勿，（α）

ここで，ω1（〃）と勿1（〃）は，独立な標準ブラウン運動．

故に，

　　　　　　為一1号戸H■等τ1”）一’伽1（・）

　　　　　　　　　・η号∫ぴ■ω一繁■”）■1

また，確率積分の部分積分より，

伽1（ω）

・1一号（帥一∫T・・ω1（1））

よって，

　C0γ（X1，X2）＝万（XlX2）一11：（Xl）E（X2）

　　　　　　　　＝五（XlX2）

　　　　　　　　一号亙（一∫ぴ■し繁■”）一1伽1（・）∫㌃伽1（1）

　　τ　o（r1〕
・∫　　　2 一α（T一〃）一1 dω1（・）Tω1（T））
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一筆（一∫T〆（h）一繁■”）一肋

・・∫ぴ■ω■繁一”）一1・・）

一号（㌻’・㌢墓募）

γ（X）＝γ（Xl）十17（X2）十2C0γ（Xl，X2）

以上より，

一等・・、ξ。（学・害・…一1・2一…つ

・竿（〆㌻’・㌢募募）（一11・）

γ（γ）一・・∫T（キ1ル

一壬（宇・キ’・・）（一㎡）

・・肌γ）一・（（号∫Tω1（1）・1・÷∫T〆H■穿■”）’’伽（・））

（・∫ぴ三〕■1伽。（・）））

ここで，

・仔∫Tω1（・）・・（・∫ぴ三〕■1伽（・）））

一・（号∫Tω1（1）・・（1・∫T〆〔丁三）一’舳）））

一・苧・（（・ω1（τ）一∫㌻伽1（1））∫ぴ三〕■’舳））

一竿（㌢㌻’墓）

・（（号戸（h〕一繁■”）一伽・（・））（・∫ぴ三〕■1伽（・）））
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一舌（学 び≒1・苧・・）

よって，

・・凧γ）一竿（㌢〆㌻1纂）

　　　　　　　　・舌（学び午・字・り（一肋）

以上より，アベレージオプションの価格λC（T）は

κ（。）一E（m，x（〃（T）一K。）、一工㌃ω出）

　　　一E（max（、÷∫㌦舳L瓦0）、一μ必）

　　　一巾～舳ル泌1（小舳づ）

　　　　　一・・（ル〕・1（÷ル舳う

　　　一レ吻ズエ2、古｛（和青舌如

　　　　　一・∫ン吻ズ加古ゼ帥≒（紬舌伽

注意1　ペイ才フが平均価格と満期での価格の差である場合も同様にして

　　計算できる．

注意2　上の結果を簡単な変数変換により，2次元標準正規分布の分布関

　　数

　　　　　伽1）一∫二㍍古1背舳

を用いてあらわすこともできる．

注意3．平均を相加平均にとると，B1ack－Sholesモデルの場合でさえも

　　　非常に複雑になることが，わかっているので（［1］参照）確率金利モ

　　　デルでは，c1osed　formu1aを求めるのは無理なようである．
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