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　　　　　　　　　　　　　　　1　1まじめに

　一般に，同一の現象や事実を2つの最適化問題（通常は最大化問魑と最小化

問題）の組（ペアー）によって表現可能なとき，これら一組の最適化問題には

双対性（そうついせい・デュアリティーdua肚y）があるという．

　最適化間題における双対性の表現は・数理計画法，特に線型計画法（リニア

ー・プログラミング）の発展とともに盛んに用いられるようになった．（例え

ぱ，片岡（19ア1）あるいはDantzig（1963）等を参照．）

　ミクロ経済学の教科書が需要理論や供給理論における最適化問趨の双対的表

現を紹介し始めたのは比較的に最近のことであるが（Layard　and　Walte，s

（1978）とVarian（ヱ978）参照），実はミクロ経済理論における双対的アプ回

一チは，線型計画法がDant・igによって開発された194ク年以前から用いら

れていたのである、

　本稿の目的は，需要理論におけるロワ（ROy），ハゥタヅカー（HOuthakker），

マヅケンジー（McKenzie）のr古典的」な双対性の表現方法を統一的に解説

し，その相互関係を明確にすることにある．幾つかの新しい用語（例えぱ，

r隈界間接代替率」，r価格・所得無差別曲線」等）は導入するが，以下の各節

で取り上げる命題・定理は本質的に既知のものばかりである．ミクロ経済学の

テキス1に見られるこれら古典的命題の証明やその解説は，ムずしも読者に適
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切な理解を与えるような形でなされているとは言えない．本稿では，①rロク

の恒等式」ともよぱれているロワの需要表現式は・間接効用最小化間題の解の

必要条件であること，②ヒックス＝マヅケンジーの需要表現式は，消費支出最

小化問題のデュアルの解となるための必要条件であること，⑧ヒヅクス＝マヅ

ケンジーの需要表現とロワの需要表現とは同値であるこ・と・等に注意して需要

理論における古典的双対性命題の解説を進めることにしたい・

　　　　　　　　　　2主要問題と2種類の双対問題

　双対性を持つ最適化間題のペアーが与えられたとき，一方を主要問題（プラ

イマノレPrimal），他方を双対問題（デュアルDual）とよぷ・

　需要理論における双対性は，消費者の選好・効用最犬化間題をプライマルと

するもので，2種類の双対性が知られている・第1は，r間接」効用の最小化

問題を双対間題とするもので，本質的にはRoyとHouthakkerの分析によ

るものである．第2は，消費支出の最小化問題を双対問題と考えるもので・こ

れはMcKenzieによる分析である．第1の双対性については3～5節で，第

2の双対性については6節で取り上げ，7節で両者の相亙関係を解説すること

にした、・．

　工を正の整数とし，工は識別可能な広義の財の数を表すものとする・財空間

をz次元ユークリツド空間月一とし，消費集合xをその非負象眼亙・とす

る．消費者の効用関数を砒：X→五とする．五一。。：≡｛”＝（”1，…，め∈月！1（∀ゴ）

〃’＞O｝とし，ρ∈が十十を価格ベクトノレ，ω∈五。を消費者の所得水準とする．

このとき，需要理論における主要間題は次のように表現される．

2．1主要問題［プライマル］一効用最大化問題

　価格ベクトノレρ∈月一十十，所得ω∈五。を所与とし，

　　　　　　　　　　　max　刎（”）

　　　　　　　　　　　制約”・”≦ω
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　　　　　　　　　　　需要理論における古典的双対問題　　　　　　　　　（47）

　ここで「maX刎（”），制約”・”≦ω」は，「制約条件ρ・”≦ωを満たす”∈Xの

中で。実数値関数刎（”）の値を最大にする”を求めよ」と読む．この周知の

効用最大化問題をプライマノレとする2種類の双対性があることは先に述べた通

　りであるが・これらについて順次以下で説明することにしたい．効用関数砒：

x→月が連続であれぱ・上記効用最大化問題の解が存在することは，よく知ら

れた通りである．効用最犬化間題の解となる”∈xを需要ベクトノレとよぷ．

需要ベクトル全体からなる集合を∫（ρ，ω）と書き，これを需要集合とよぷ、

　　　　　　　　　　　3　間接効用と限界間接代替率

　最適化問題として跳めた場合，効用最大化問題を規定している目的関数は効

用関数α：x→五である．効用関数他は，消費ベクトル2∈xの効用を「直

接（di…｛）・にα（1）と定めるものである．他方，価格と所得は直接的に効

用を定めないが・需要ベク1ル・1∫（〃）の効用が，価格ベク1ルρと所

得ωの効用をr間接（indir㏄t）」的に定めると考えることができる．

3．1定義［間接効用コω：X→五を効用関数とし，ρ∈月一十、，ω∈月、，における

需要築合を∫⑫，ω）とするとき，

　　　　　　　　　　　　　σ（P，ω）：刊（∫（ρ，ω））

を（ρ・ω）の問接劾用（i・di・・…lilil・）といい，関数σ1月1、十・月十→月を間

接効用関数という．口

　この定義において，2つの相異なる需要ベクトル”，μ∈／（ρ，ω）があつても，

砒（”）＝α（μ）となるから，定義する上での問題は生じない．

3・2文献注［間接効用コ①Hotel1ingはユ932年の論文において上のような

双対的見方が可能であると指摘した・“…J・・1・・・・・…副・・ili・。（。。。。。．

it）fmctio・α・fth・・・…i・i・川・・m・・…1・…i…i・…。。・・。。、i．

ces・tbe「ei・・d・・ny・・f・m・i…f・h・p・i…wh。・。d．d。、。i。。、乱、、。h，

quan砒ies・・…m・d・Th…i・亡・・…1…h・fm・亡i。。，whi．hh。、、士。f。、、

doesno亡seem舳乱・・・・・…li・・・・・・・・・・・・…i・・f。・。・i・・1．ml。。i、、

wema・canthisth・‘P・i・・・・・…i・1’…II（H…lli・・（・…，。．…））．
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（48）　　　　　　　一橋論叢第100巻第3号

　②Hotellingは①に見るようピ，間接的に定められる価格と所得の効用を

「価楕ポテンシャル」とよんだ、現在使用されている「間接効用」や「間接効

用関数」の用語を最初に導入したのはHouthakker（1952，p．157）である．□

　価楕ベクトノレρと所得ωに対する予算集合をB（ρ，ω）：；｛2∈xl　p・2≦

ω｝と書く．次に示す間接効用関数の基本的性質は，いずれも予算集合の性質

のみカ、ら導かれるもので，効用関数（あるいは選好関係）の性質からは独立に

導出されることに注意したい。

3．3命題［間接効用関数の基本的性質コ

　①σはO次同次，つまり，任意の（ρ，ω），‘＞Oに対し，σ（軌肋）＝σ（p，

ω）が成立する．

　②σは準凸関数，つまり，任意の‘∈五に対し，｛（p，ω）∈月工。。×剛

σ（ρ・ω）≦砧は凸集合となる。

証明　①はトリピアルである．任意の‘＞Oに対し3（まρ，肋）＝B⑫，ω）だから

　　　　　　　　　σ（ゆ，肋）＝m・・1刎（・）1・∈助P・1ω）1

　　　　　　　　　　　　　　＝σ（ρ，ω）

となる．

　②むξEとする．sl＝｛（p，ω）1σ（ρ，ω）≦‘｝とし，（ρ，ω），（q，b）∈8のとき，

任意の0≦o≦1に対し，（η十（1－o）q、舳十（1－o）b）∈8となることを示せば

よい．そこで3（ρ，ω）＝3坦，助，b）一B。，吻十（H）q・ω十（1一・）凸）＝瓦と

置く．今，”“。とし，”ξB四U3。とすれば，oρ・”十（1－c）q・”＞舳十（1－o）b

　となり，”∈3。に反する．よって，尻⊂易U易である．ゆえに，

　　　　　　　　　　　σ（卯十（1－o）q，oω十（1－6）b）

　　　　　　　　　　　＝m・x1砒（”）1”∈B．1

　　　　　　　　　　　≦㎜・1刎（・）1・∈刀刃U即≦后

　を得る．ここで最後の等号一不等号は（ρ，ω）と（q，b）が8に属していたこ

　とによる、したがって，（卯十（1－o）q，oω十（1－o）あ）∈8となる．■

　　さて，ここで間接効用関数を用いて，双対的な隈界効用と限界代替率の概念

　を導入しておこう。　　　1
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　　　　　　　　　　　需要理論における古典的双対問魑　　　　　　　　　（49）

3．4定義　［価格・所得の限界効用コ間接効用関数σが（ρ，ω）において可
　　　　　　　　∂σ（ρ，ω）　　　　｛
徴分であるとき，　　　　を価格ρの限界（間接）効用（margma1（1nd1rect）
　　　　　　　　　∂〆
utilityofpriceρ｛）とよび，〃σがと書く．

　　　　∂σ（ρ，ω）
　また・　　∂ω　　を所得の限界（間接）効用　（ma19ma］（md1r㏄t）ut1llty　Of

mCOme）とよぴ，〃σ伽と書く．

注　効用関数刎が局所非飽和性を満たしていれぱ，〃σ”＞0である．また，

このとき，需要ベクトル”∈／（p，ω）が”｛＞Oであれぱ，〃～＜0である．

3．5定義［限界間接代替率コ間接効用関数σが（ρ，ω）において可微分で

あり，価格〆の隈界効用がOでなけれぱ，任意の価格ρ｛に対し，つぎのよ

1に限界間接代替率を定義で1る・つll・∂σ影ω）・・㈱陰関数の定

理から，（ρ1，…，〆一工，〆十1一…，〆，ω）のある近傍で定義された可微分な実数値

関数ψが存在し，この近傍内の任意の（q1，…，〆‘1，qゴ十1，…，♂，石）において

　11〕　　　σ（91，…，qト1，ψ（口1，・・＝，q3－1，〆十1，…，〆，あ），q州，…，9一，凸）封

　　　　　　（ここで‘二σ（ρ，ω））

を満足する。このとき，

　　　　　　　　　　　∂炉（ρ1，…，〆■1，〆十1，…，〆，ω）
　12〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂〆

をj財価格のj財価榊＝よる限界間接代替率（marginaI　rate　of　indirect　subs七i士u－

tiOn　Of　priceプfor　price｛）といい，簡単に〃珊〃と書く．11〕式を用いて

12〕を求めると

｛。〕　　　　亜一∂σ（μω）伽也
　　　　　　　　　　　　　∂〆　∂σ（ρ，ω）ノ∂〆

（岬一鍔）

である．

　同様に，所得の限界効用がOでなけれぱ，所得による限界間接代替率が定義
　　　　　　　　∂σ（ρ，ω）
される　つまり，　∂ω　≠0のとき，価格ベクトルρのある近傍の上で定

義された可微分な実数値関数ηで，近傍内の任意の個椿ベクトルgに対し

141　　　　　・　　σ（9，η（9））≡‘
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を満足するものが存在する．このとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　∂η（ρ）

｛5〕　　　　　　　一丁
を‘財価格の所得による限界問接代替率（marginal　rate　of　indirect　sub昌砒uti〔ln

of　income　for　price｛）といい，簡単に〃珊榊と書く一4〕式を用いて15〕を

求めると

　　　　　　　　　　　　∂η（ρ）＿∂σ（ρ，ω）／∂〆
　16〕　　　　　　　　　一一一　　　　　　　　　　　　　∂〆　　∂σ（ρ，ω）伽

（・～一一畿）

である．口

　隈界間接代替率の経済学的意味はつぎのようになる．まず，ぜ財価格のゴ財

個格による限界間接代替率〃珊〃は，づ財価椿が1円上昇したとき，消費者

が価椅変化以前の状態と無差別であるためにゴ財価格が何円下落しなければな

らないかを示している．他方，づ財価楕の所得による限界間接代替率〃五8ρ他

は，毎財価格が1円上昇したとき，消費者が価楮変化以前の状態と無差別であ

るためには所得を何円増やさなけれぱならないかを示している・

3．6図［間接無差別曲線コ各‘∈月に対し，集合r1（亡）：＝｛（ρ，ω）1σ（ρ，ω）

・＝‘｝を間接無差別集合あるいは間接無差別曲線（indirect　indi行erence　cu耐e＝）

という．σは0次同次だから，間接無差別曲線を描く場合，所得を一定とす

るか，もしくは，いずれか1財の価格を一定とする．前者は所得一定の下で価

樒相互間の間接無差別曲線となる．これを価格蕪差別曲線（P「i㏄s　indi丘e「ence

curves）とよぼう．他方，後者は，ある1財の価格が一定の下で，個格と所得

相互間の間接無差別曲線となる．これを価格・所得無差別曲線（Pr1ce－incOme

mdiHeren㏄㎝πes）とよぷことにする．1＝2の場合，平面上に3種類の間接

無差別曲線を描くことができる、価楕無差別曲線と2種類の価権・所得無差別

曲線である．下図のバネル①では価格無差別曲線を，またパネル②では第2財

の価格を一定とした価格・所得無差別曲線が描かれている．これらの間接無差

別曲線の形状は，命題3．3の②による間接効用関数の準凸性と合致するもので
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第2財の価格

需要理論における古典的双対問題

価格無差別噛線（所得ω二一定）

〃珊〃

が一一一一　　力＝（ψ1，〆）

　所得

　　　価格・所得無差別曲線

　　　（第2財価格〆＝一定）

8倣4σ（力，〃）

E（〃ψ1，〃α甜）

　〃．．．．．．　上〃R∫が阯

　　　　’ユ
　　　　（批〃）

（5工）

σ1i（ま）

8吻ゴσゆ，ωリ；

＝ωfσが，ルτσ♪り

σ一』ω

。力1　　第・財の価捲　・が　　第。財の価格
図3．6　パネル①　　　　　　図3．6　バネル②

ある．

　　　　　　　　　　　　4　間接効用の最小化問題

　　　　　　　　　　一需要理論における双対性I一

　間接効用関数σが与えられたとき，ある消費ペクトル”∈xを所与と考え，

”を購入しうるような（つまり，”∈月（g，ろ）となるような）価格ベクトルq

と所得ろの中で，間接効用σ（q，ろ）を最小化する問題を考察の対象にできる．

間接効用の最適化問題においては，最小化問趨を考える方が自然である．それ

は・価樒ベクトルqを固定しておいて所得bを増大させるとき，”を購入し

うるような（q，6）の間接効用は一般に増大し，最大値問題の解の存在が保証

されないからである．

　実は・間接効用の最小化問題を効用最大化間題のデュアルと考えると，需要

理論における古典的双対性の第ユ命題を得る．

4．1双対性I［効用最大化と間接効用最・」・化コ

　①主要問題（プライマル）　　　　③双対問題（デュアル）

　　［効用最大化コ　　　　　　　　　　〔間接効用最小化コ
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　刎：x→亙，ρ∈E！十十，ω∈五十

が所与

maX伽（2）

　制約　ρ・2≦ω

　σ：五；十十×刀十→刀，”∈x

が所与

　min　σ（q，ろ）

　制約　　q・躰≦石

　ここで「minσ（q，石），制約q・”≦b」は，「制約条件q・”≦bを満たす（q，石）

∈五1、、×月、の中で，実数値関数σ（q，ろ）の値を最小にする（q．6）を求めよ」

と読む．この2つの最適化問題にいかなる双対性があるかを示すのがつぎの命

題である．

4．2命題［双対性Iコ

　①　価格ベクトルρ，所得ωの下での主要問題の解”ξxを所与とする双

対問題を考えると，⑫，ω）は双対問題の解となっている。

　つまり，

　　　　　　　・∈∫（ρ，ω）⇒σ（ρ，ω）＝mi・1σ（q，ゐ）lq・・≦bl

である．

　②　消費ベクトノレ”∈xの下での双対問題の解（ρ・ω）を所与とする主要間

題を考えると，”は主要問題の解となっている・ただし・”を需要ベクトルと

するような価格ペクトルqoと所得凸oがあるものとする．

　つまり，ある（qo，bo）に対し”∈∫（qO，凸O）のとき，

　　　σ（ρ，ω）≡㎡・1σ（q，ゐ）lq・・≦b1今α（・）＝m・1刎（ε）1ρ・ε≦ω1

である．

証明　①　”∈∫（ρ，ω）とする・q・”≦石を満たす任意のq・ゐに対し

　　　　　　　　　　　σ（q，b）＝m・x1刎（呂）lq・・≦bl

　　　　　　　　　　　　　　≧砒（”）　（．．．q・”≦b）

　　　　　　　　　　　　　　≡σ（ρ，ω）

よって，σ（ρ，ω）＝min｛σ（q，b）l　q・”≦凸｝・

②σ（・，ω）一mi・肌1）1…≦・い1∫（仙）÷する・このとき・”が

主要問題の解，つまり，”∈∫（p，ω），とならなけれぱ，ρ・”≦ωより
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　　　　　　　　　　　需要理論における古英的双対問題　　　　　　　　　（53）

　　　　　　　　　　　σ（ρ，ω）＞刎（・）＝σ（q。，6。）

である・ところがqo・”≦凸oだから，（ρ〃）が”を所与とする双対間題の解

であったことに反する．■

　効用最大化問題の解集合は需要集合∫（ρ，ω），解を目的関数に代入すると間

接効用σ（ρ，ω）である．これに対し，間接効用最小化問題の解集合をg（”）

と置き，命題4－2を異なった形式で表現してみよう．需要プ⑫，ω）に対し，

逆需要（inverse　demand）を

　　　　　　　ブ1（”）1＝｛（ρ，ω）∈刀！十十×五、1”∈∫（ρ，ω）｝

と定める．①は，”∈／（ρ，ω）ならぱ（ρ，ω）ξσ（”），②は，（ρ，ω）∈g（”）なら

ば”∈∫（ハω），となる。したがって，命魑の主張は，g（”）＝ゾ1（”），つまり，

「間接効用最小化問趨の解は逆需要」ということになる．

　また，①は，間接効用最小化問題の解を目的関数に代入すれぱ効用α（”）が

得られること1換言すると・在意の需要ベクトル”の効用が，”を所与とす

る双対問題の，間接効用の最小値で与えられることを示している．以上の注釈

をまとめてつぎの系を得る．

4．3系　①　間接効用最小化問題の解は逆需要，つまり，g（”）＝ブ1（”）であ

る．

　②6∈∫（ρ，ω）のとき，

　　　　　　　　　　刎（”）＝miI1｛σ（q，5）l　q・”≦助

　　　　　　　　　　　（＝σ（ρ，ω），（ρ，ω）∈g（・））

である．

　　　　　　　　　　5　限界間接代替率と相対需要量

　”を佳意の消費ベクトル”∈Xとし，”≠0とする．このとき，q・”≦凸を満

たす任意の価格ベクトルq∈刀ユ。。所得凸≧0に対し，凸〉0となるから，”を

所与とする間接効用最小化問題の解（ρ，ω）は内点解である．よって，間接効

用関数がσが（ρ，ω）において1回連続可徴分ならぱ，Khun－Tuckerの定

理より。あるμ≧0に対し
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　　　　　　　　　9・・d（一σ（ρ，ω））十μ9・・d（ω一ρ・・）＝0

となる．（ここでgrad（・）は，関数（・）のグラディエント・ベクトル，つ

まり，偏微係数からなる列ベクトノレ，を表す．）よって，

　　　　　　　　　　　　　　　　∂σ（ρ，ω）　　　吾
ω　　　　　（∀也＝1・・王）　∂〆　＝．μ”・

　　　　　　　　　　　　　　　　∂σ（ρ．ω）＿

｛2〕　　　　　　　　　　∂ω　一μ

を得る．12〕は間接効用の最小化間題にかかわるKhm－TuckerのLagrange

乗数μが，所得の限界効周であることを示している一効用関数刎が局所非飽

和性を満たすとき，∂σ（ρ．ω）／∂ω＝μ〉0である一したがって一1はり，消費

量が正となっている財ゴ（♂＞O）については，価椿の限界効用∂σ（ρ，ω）／∂〆

が負になっている．そこで，”ゴ≠0となる任意の戸1，…，工に対し一1〕から

13〕
多一；総総；（一〃～）・

が成立し，さらにωとt2はり

1・〕　　・・一；鵠鶴（一・～）

二が成立する．（13〕一4〕とも｛＝1，…，ヱについては任意である．）

　13〕式と14〕式は，間接効用が最小化されているとき，丑財のプ財に対する相対

消費量は，づ財価樒のゴ財価楕による限界間接代替率に一財の消費量は一

財価格の所得による隈界間接代替率に，それぞれ等しくなっていなけれぱなら

ないことを示している．これらはいずれも，効用最大化問魍の解の必要条件と

して得られる「づ財のゴ財による限界代替率は，4財のゴ財に対する相対価

格を上回らない」という条件に対応するものである（効用最大化問題ではω〉

0であってもコーナー解，つまりある4に対し，”岳≡0となる可能性がある

ことに注意）．

　13〕，14〕両式の経済学的意味を考えてみよう・間接効用最小化間題では，消費

ベクトノレ切を固定し，それを購入しうるような価椿ベクトルと所得を考察す

るから，ノ≠0のとき，相対消費量”Wの意味を，1X”｛＝（”W）×ノのト
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リビアノレな等式から考えることができる・つまり，この等式の左辺は，づ財の

価格が1円変化したときの支出の変化額で，それと右辺とが等しい．したがっ

て，z｛〃は一財価格1円の変化と同額の支出変化をもたらすプ財価椿の変

化額・換言すれぱ・｛財の価格が1円変化したとき，消費者の支出額を変化さ

せないために要する1財価椅の変化額を表す．

　13〕式の意味は・間接効用が最小になっているならぱ，6財価格が1円変化し

たとき消費者の支出額を変化させないために要するゴ財価椿の変化の大きさ

は，消費者が価格変化以前の状態と無差別であるために要するプ財価格の変

化の大きさと等しくなけれぱならないということである．

　同様に141式は。間接効用が最小になっているとき，づ財価格1円の変化がも

たらす支出額の変化の大きさは，消費者が価椿変化以前の状態と無差別である

ために必要な所得変化の大きさに等しいことを示している．

　㈹，14〕式の解釈を以上のように与えると，これらの式を直観的な議論によっ

て導くことも容易である．例えぱ，14〕式の場合，〆1円の増加は”｛円の支出

額の変化をもたらすが，消費者の効用を変えないためには㎜8，、”円の所得

の増カロがなけれぱならないから，もし”｛＜〃珊坦吻であったならぱ〆を1円

増加させ所得を♂円増加させることにより，逆に”｛〉〃珊ρ．ωであったなら

ぱ〆を1円下落させ所得を”｛円減少させることにより，いずれの場合も消

費者の間接効用をさらに低下させることが可能になり，間接効用を最小化して

いたことと矛盾する一3〕式が成立する理由についても同様な直観的議論から説

明できる．

　命題4・2の①と，間接効用最小化の必要条件である13〕，14〕式とから，各財の

相対需要量およぴ需要量についてつぎの表現式を得る．

5．1定理［ハウタヅカーとロワの需要表現］効用関数砒は局所非飽和性を満

たし，間接効用関数σはρ∈月一。。，ω∈五。において可徴分，”∈∫⑦，ω），”≠

O，Z：＝｛1，…，ηとする．

　①［ハウタッカーの相対需要表現式コ任意の｛∈ムと，♂≠Oである任意

の3ξzに対し
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多一；；1葦1総；（珊・〃）

が成立する．

　②〔ロワの需要表現式コ任意の4“に対し

・・一；；；姜1窒鵠（一蝋ω）

が成立する．

5．2図［ハウタヅカーとロワの需要表現コ下図のパネル①はハウタッカーの

需要表現式，②はロワの需要表現式を図示している．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　所得第2財の価格

　　価格・所得無差別曲線

〃R∫ル

ー助邊d伽一力・カ

昌μ、一1ノ

52　パネル②

　バネル①では需要ベクトル躰；（”i，”筥）を所与とし，所得ωを一定とした

ときの価格無差別曲線が描かれている．図の陰影部は”を購入可能な価格ペ

クトルの集合である．”が価椿ベクトノレρ，所得ωのときに需要されていれ

ぱ，命題4．2の①から，この集合内の価椿で間接効用を最小化するのはρで

ある．したがって，ρにおいて価格無差別曲線と価樒空間における予算線と

が接している．これは時計の針の回転方向に見た予算線の勾配”1加2と，ρを

通る価樒無差別曲線へのρにおける接線の勾配〃珊〃・とが等しいことを意

味する．この図ではgradσ⑫，ω）＝（〃σが，〃㎎。），一grad（ω一ρ・”）＝（”1，切2）
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である．

　バネノレ②では，ωの代わりに第2財の価椿ρ2を一定とした価樒・所得無差

別曲線が描かれている．図の陰影部は需要ベクトル”を購入できるような第

1財価格と所得の組からなる集合である．この集合内で間接効用を最小化する

のが（ρ1，ω）であり，この点において価椿・所得空間内の予算線と価樒・所

得無差別曲線とが接している．したがって，予算線の勾配”1と価椿・所得無

差別曲線の勾配〃珊型吻とが等しくなる．この図ではgradσ（ρ，ω）＝（肌τp。．

〃σ”），一9rad（ω一ρ・”）＝（”1，一1）である．

5．3注［間接効用関数の可徴分性コ定理5．1のハウタッカーとロワの需要表

現をするには，間接効用関数が（ρ，ω）において可徴分でなけれぱならない．

もちろん，効用関数が可徴分であれぱ，（刃，ω）において需要ベクトルが一意

的であり，∫（ρ，〃）が（ρ，ω）において可徴分となるとき，間接効用関数σ

も（ρ，ω）において可徴分となる。効用関数が2回連続可徴分であり，ノが

⑫，ω）の近傍において関数であるとき，∫が（ρ，ω）において可徴分となる条

件としては，効用関数の2階微分1〕2刎（”）が，価格ベクトルρと直交する部

分線型空間上で負値定符号となること，が知られている（Debreu（ユ9ア2）参

照）．しかし，ある（ρ，ω）において間接効用が可徴分となるために，効用関

数の可微分性は必要ではない．実際，X＝月2。，刎：■→五を，刎（”1，め1＝min

｛5（”1＋10）十”2，（”1＋10）十5”2｝としよう．このとき，”1＋ユ0＝”2を満たす任

意の（”1，”2）において他は可徴分ではない．しかし，ρ1＝〆〉0，讐＞ユO，を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ
満たす任意の（ρ，ω）を取ると，その近傍で

　　　　　　　　　∫（淋ω）一（完罫宍芽）

であゲ｝ぽI∫⑦1，〆，ω）において可微分ではえいが，

　　　　　　　　　　　　σ（㍑ω）一6（竿1等1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ十ρ

となり，　0と∫は（ρ，ω）の近傍で可徴分である．

5．4一文献注［需要理論における双対性I．］①［双対性コ消費量を価格の関数

とみるのに対し，双対的に価格を消費量の関数とみることができることは
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Hotelling（1932）が指摘している．効用最大化問題に間接効用最小化問題を

明示的に対比させ，命題4．2の①が成立することを最初に示したのはHou－

thakker（1952）である．ROy（1942；1947）は，効用最大化問題の解として

の需要ベクトル”に，それが需要されるような価楕ベクトルと所得，つまり

逆需要を対比し，価格ベクトルと所得が逆需要になるための条件を間接効用を

用いて表現した．系4．3の①で明示したように，実質的にはRoyも閲接効用

最小化問題を考察していたと言うことができる（文献注3．2参照）・

　②［相対需要の表現］定理5．1の①における表現式を導出したのはHOu－

thakker（1952，p．159）である．

　⑧［回ワの恒等式コ定理5．1の②を最初に導出したのはRoy（1942）であ

る．上記①で述べたように，ロワはこの等式を価椿ベクトルと所得が逆需要に

なるための必要条件として導いた．しかし最近では，この等式をrロワの恒等

式」とよぷ人々が少なくない．ハウタッカーもロワもこれらの等式を恒等式と

はいわない．最適化間題の解の必要条件を恒等式とよぷのは適切ではないだろ

う．（以下の7．5を参照せよ．）

　　6　消費支出の最小化問題

一需要理論における双対性II一

　需要理論における古典的双対性の第2命題は，所与の効用水準を達成する消

費ペクトノレの申で消費支出を最小化する問題を考察することによって与えられ

る．

6．1双対性I1［効用最大化と消費支出最小化］

①主要間題（プライマル）

　他：x→月，ρ∈月’。、

［効用最大化コ

　ω“。が所与

maX刎（2）

②双対問題（デュ1アル）

　刎：1X→ハ，ρ∈月一、、

［消費支出最小化］’

　効用水準α∈月が所与

　minρ・2
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制約ρ・2≦ω　　　　　　　　　　制約　刎（2）≧α

（59〉

6．2定義［ヒクシアン需要，補償需要コ効用関数刎：X→五，価格ベクトル

州！・・の下で・所与の効用水準αを達成する消費ベク1ルの内，消費支出

を最小化するものをヒクシァン需要ベクトノレという．これら全体をヒクシアン

需要集合とよぴ・万（ρ・α）で表す・ヒクシァン需要（Hicksiandemand）を補

償需要（compensated　demand）ともよぶ．

　換言すれぱ，上言己②の解集合がヒクシアン需要集合尻（ρ，α）である．上記

①の秤集合は需要集合∫（ρ，刎）であるが，特にヒクシアン需要と対比すると

きは・これをマーシャリ7ン需要（〕Mlarshal1ian　demand）ともよぷ．口

　6・1の2つの最適化問題にいかなる双対性があるかを示すのがつぎの命題で

ある．

6．3命題［双対性］I］ρ∈玖。，”（≠O）∈X＝五！。，効用関数刎1X→五は連続

で局所非飽和性を満たし，（∀2∈x）批（2）≧刎（o）とする．このとき，

　①　”が効用最大化問題の解であれぱ，”は効用水準α刊（”）とおいたと

きの，消費支出最小化問題の解である．つまり，”∈／（ρ，ω）⇒”∈尻（ρ，刎（”））．

　②　”が消費支出最小化問魑の解であれぱ，”は所得ω＝ρ・”とおし・たとき

の，効用最大化間題の解である．つまり，”∈ん（ρ，α）今”∈∫（ρ，ρ・”）．また，

似（”）＝αである．

言正明①”∈∫（ρ，ω）とする・”舳（ρ，砒（”））ならぱ，砒（2）≧刎（”），ρ・2〈ρ・”

を満たす2∈xが存在する．ωの局所非飽和性により，刎（砂）〉刎（2）かつρ・砂

〈ρ．”を満たすμが・の近傍に存在する・刎⑭）・刎（・）だから，戸が効

用最大化問題の解であったことに反する．よって，”∈尻⑫，ω（”））．

　②”∈尻（ρ，α）とする．”げ（ρ，ρ・”）ならぱ，刎（2）＞砒（z），ρ・2≦ρ・”を満＝

たす2∈Xが存在する、刎（ε）＞砒（”）≧砒（0）’だから2≠Oである．任意のO＜工

く1についてあ∈X＝が。，かつρ・（工2）〈ρ・2≦ρ・”である．しかし，刎の連続

性からパが十分1に近けれぱ刎（‘宮）〉砒（”）となり，”が効用水準αを下回，

らない消費ベクトルの中で消費支出を最小化していたことに反する．よって，
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”∈グ（ρ，ρ・”）．同様な議論により刎（”）＝αを得る．一

6．4定義［支出関数コ消費支出最小化問題の解を目的関数に代入することに

よって得られる関数，つまり，

　　　　　　　　　　　・（P，α）：＝minlρ・・1他（・）≧α1

　　　　　　　　　　　　　　（≡岬，・∈ん（ρ，α））

により定義される関数eを支出関数（expenditure｛mctiOn）とよぷ．8の定義

域は刀一、、X刎（X）である．色（・，α）：月工。。→五がρにおいて可徴分であると

き∂色（ρ，α）／∂〆をi財価格の限界支出（margina1expenditure　of　price｛）　と

よび，〃Eμとも書く。

6．5命題［支出関数の基本的性質］

　①8（・，α）は1次同次．

　②　ε（・，α）は凹関数・

証明　①ρ∈刀ユ十十，‘〉Oとする．仙（ε）≧αを満たす2に対し，ゆ・”≦妙2

⇔。・。≦ρ・・だから，舳（ゆ，α）⇔切∈尻（ρ，α）である・よって・1（物・α）

＝mi・伽・れ（・）≧αHmi・1ρ・・1砒（・）≧α1＝1虐（ρ・α）・

　②ρ，q∈五；、十，0≦亡≦1とし，ρ’：＝切十（1一¢）qと置く．このとき，任意

の”∈尻（μ，α）について

　　　　　　　8ω，α）＝ρ・・”

　　　　　　　　　　＝ゆ・”十（1一む）q・”

　　　　　　　　　　≧1・（ρ，α）十（1－t）召（q，α）

が成立する．一

　上記の第2の双対性命題は，効用が局所非飽和であり。消費ベクトル”∈X

がその任意の近傍にそれ自身よりも安い消費ベクトルを持つ場合，”が所得ω

の下で（マーシャリアン）需要ベクトルとなることと，効用水準刎（”）の下で

ヒクシアン需要ベクトルとなることとが同値であることを示している。消費支

出最小化間題の場含は，さきの間接効用最小化問題と異なり・解であるための

必要条件からただちにマーシャリアン需要やヒクシアン需要の表現式が得られ

るわけではない．その理由は，効用最大化問題も消費支出最小化問題も・解で
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あるための必要条件は，効用関数のグラディエント・ベクトル（各財の隈界効

用から構成されるベクトル）の方向を価格ベクトノレの方向に関連づける条件だ

からである・需要の表現式を得るには，間接効用の最小化問魑のように，価樒

変化による最適化問題を介在させる必要がある．そこで，消費支出最小化間題

のっぎのよう；な双対問題を考える．

6．6［消費支出最小化問題の双対問題コ

⑧双対問題のデュアル

支出関数8とz∈xが所与
m・X（色（q，ω（”））一9・ω）

　6．1の②とこの⑧の問題の双対性は簡単に確認できる．”∈Xが②の解，つ

まり”∈危（ρ，α）であれぱ，ρは”を所与とする③の解である．（∀q∈が、十）

ε（q，仙（”））一q・”≦0＝ε（ρ，刎（”））一ρ・”が成立するからである．逆に，価格ベク

トルqと所得q・”の下で需要ペクトルとなる”∈xを所与とする⑧の解をρ

とすれぱ，”は②の解，つまり”∈尻（ρ，刎（”））となる．なぜならぱ，”∈／（q，

q・”）だから命題6．3の①より，”∈ん（g，〃（”））となり，したがって，O≧8（ρ，

刎（”））一ρ・”≧8（q，似（”））一g・”＝Oとなり，e⑦，刎（”））＝ρ・”が成立するからで

ある．

6，7命題［双対性II’コ効用関数砒1X→刀は連続で局所非飽和性を満たすも

のとする．

　①　”∈xがρ“一。。およぴαを所与とする消費支出最小化間魑の解，つ

まり批ん（ρ，α），ならぱ，ρは上記⑧の解となる．

　②　ある需要ベクトル”∈xを所与とする⑧の解がρであれぱ，”は価格

ベクトノレρ，効用水準〃（切）の下で消費支出を最小化する，つまり，”∈ゐ（ρ，

砒（”））　となる．口

　”∈xが与えられたとき，ρ∈ガ、、は双対問魑のデュアル③の解であるとす

る．関数‘（・，α），α≡刎（”），がρにおいて可微分であれぱ，ρが③の解となる

ための必要条件から
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　　　　　　　　　　　grad（8（ρ，砒（躰））一ρ．”）…0

とならなけれぱならない．よって，z＝grade（ρ，砒（”））を得る．これがヒック

ス＝マッケィジーの需要表現式である．

＆8定理［ヒックス＝マヅケンジーの需要表現式コ　効用関数刎：Xプ凪X・・

ガ、，は連続で局所非飽和性を満たし，かつ（∀2∈X）刎（2）≧他（0），であると

する．ρ“！十十．このとき，任意の”∈∫（ρ，ω）＝尻（ρ，α），ω≡ρ・”。α＝也（”），

に対し，支出関数召（・，α）がρで可徴分ならば

　　　　　　　　　　　　　”≡gfadε⑫，α）

（つ1l・（1丑一…1）μ努α））

が成立する．

6・9注［X≠五一、ρ場合コ上記の命題6．3，6．7，定理6．8では，’X＝が、と

して議論を進めたが，この仮定は不必要である．必要なのは所与のρ∈払・

と”∈xに対し，ρ・”よりも安い消費ベクトルの列伽∈xで，”に収東する

もの（「チーバー・ポイント」）が存在することである一任意のρ≠O士任意の

x⊂亙とに対し，チーパー・ポイントを持たないような瀦費ベクトノレ”∈x

の集合は，五一内の可算個の超平面に含まれてしまうという意味で，多数存在

しない（山崎（1986，定理8．1，p・103）参照）．したがって，消費集合X⊂ガ

がいかなるものであっても（例えぱ，幾つかの財が非分割財であっても），所与

の価樒ベクトルρ∈が、。の下で，双対性命題6．3とマヅケンジーの需要表現

式とは，予算集合を空としないようなほとんどすべての所得ω∈月について

（つまり，ルベーグ測度ゼロの集合を除いて）成立する．

7双対性命題の相亙関係

　以上で，効用最犬化問魑を主要問題とする2種類の双対問題一間接効用最

小化間題と消費支出最小化問魑一それぞれについて解説し，双対問題の解あ

るいは双対問題のデュアノレの解に対する必要条件として，ロワやヒヅクス：マ

ヅケンジーの需要表現が得られる事実を説明した．そこで，つぎに，2種類の

双対問題の相互関係を説明することにしたい・
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7．1命題［間接効用，支出関数，マーシャリアン需要，ヒクシアン需要の相互

関係］効用関数勉1X→五は命題6．3の各条件を満たすものとし，ρ∈月工十、，

ω∈月。とする。このとき，

　①σ（ρ，‘（ρ，α））＝α

　②8⑦，σ（ρ，ω））・＝ω

　③∫（ρ，ω）＝尻（ρ，σ（ρ，ω））

　④ん（ρ，α）i／（ρ，ε（ρ，α））

が成立する．

証明　①、召（ρ，α）＝p・”を満たす”∈尻（ρ，α）が存在するが，命題6．3の②よ

り，”∈プ（ρ，ρ・”）かつα二仙（”）である．よって，

　　　　　　　　　σ（〃（ρ，α））＝σ（ρ，ρ・・）＝刎（・）呂α

が成立する．

　②　σ⑫，ω）＝砒（”），ω＝ρ・”。となる”∈∫（ρ，ω）が存在するが，命題6，3

の①より，”∈九（ρ，刎（”）），つまりρ・”＝召（ρ，刎（”））が成立する．よって，

‘（μσ（ρ，ω））＝8（ρ，刎（”））＝ρ・”＝ωが成立する．

　③　命題6．3の①より∫（ρ，ω）⊂尻（ρ，σ（ρ，ω））．同命題の②より”∈ゐ（ρ，

σ（ρ，ω））ならぱ”∈∫（ρ，ρ・”）．ところが，ρ・炉3（ρ，σ（ρ，ω））＝ω（最後の等

号は上の②より）となるから，”∈∫（ρ，ω）．よって，五（ρ，σ（刃，ω））⊂∫⑦，ω）．

　④　命題6．3の②より危（ρ，α）⊂∫（ρ，8⑦，α））．同命題の①より”∈／（ρ，

θ⑦，α））ならぱ”∈ん（ρ，刎（”））．ところが刎（”）＝σ（ρ，召（ρ，α））＝α（最後の等

号は上の①より）となるから，”∈ゐ（ρ，α）．よって，／（ρ，8（ρ，α））⊂危（ρ，α）．1

　価椿ベクトルρの下で，上の①は，r効用水準αを実現するために最小限

必要な所得によって達成可能な最大効用はαである」ことを意味し，②は

「所得ωによって実現できる最犬の効用水準を達成するために必要な最小限の

所得はωである」iことを意味する・今，関数σ刃（ω）：＝σ（ρ，ω）と8”（α）：＝

・（ρ・α）を定めると・①はのが・ρの逆関数であること，②は。”がσ、の

逆関数となることを示している・また，⑨は，マーシャリアン需要がそれと同

じレベノレの効用水準におけるヒクシアン需要に一致すること，④は，ヒクシア

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　385



（64）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

ン需要がその支出額と同額の所得に対するマーシャリアン需要と等しいことを

示して、’る．

　①と②の命題を別の角度から眺めると，これは効用水準を固定したときに，

間接無差別曲線と支出関数のグラフとが一致していることを主張している．な

ぜならぱ，σ（g，b）＝αとなる間接無差別曲線上では，②より，b＝8（g，σ（q，ろ））

＝8（q．α）となるから，（q，あ）は支出関数召（・，α）のグラフに属し，逆に，（口，

5）が‘（・，α）のグラフ上にあり凸＝8（q，α）であれぱ，①より，α＝σ（q，召（q，α））

＝σ（q，ろ）となり，（q，ろ）はこの間接無差別曲線上にあるからである．

7．2系［間接無差別曲線と支出関数のグラフコ効用水準αを固定したとき，

間接無差別曲線と支出関数のグラフとは一致する一つまり，

　　　　　　　　　　1（q，b）∈月！。十X月。1σ（9，石）二α｝

　　　　　　　　　＝｛（q，石）∈月エ十、×1～十1召（q，α）＝b｝．　口

　命題7．1をさらに異なった形で表現することにより，ロワとヒヅクス＝マッ

ケンジーの需要表現の相互関係を的確に把握できる。

7．3命題［間接効用と支出関数の徴係数］効用関数刎：X→月は命題6．3の

諸条件を満たすものとする．ρ“！十十，ω〉0，ω＝8（ρ，α）とし，ひは（ρ，ω）に

おいて，召は（ρ，α）においてそれぞれ可微分であるとする．このとき，各i；

＝1，…，Zに対し

；簑；1鵠一∂努α）（・η・一一叫）

∂σ；姜1ω）一緒篭篶（一叫一螂〃瓦）

∂σ（ρ・ω）∂1（ρ，α）一。（〃σ”。〃・。一・）

　∂ω　　　∂α

が成立する．

証明　①　命題7．1の①よりσ（ρ，ω）＝σ（ρ，ε⑫・α））＝αとなるから

∂σ暴1ω）十∂σ霧ω）∂努）一・

である．よって，
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　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　∂σ（ρ，ω）伽｛∂・（ρ，α）

　　　　　　　　　　　∂σ（ρ，ω）／∂ω　　　∂〆

②　命題7一の①，②より，σ（ρ，ω）＝αであり，ε⑦，σ（ρ，ω））＝ωだから

∂努α）・∂‘塞α）∂σ；多ω）一・

となる．よって，

　　　　　　　　　　　　∂σ（ρ，ω）＿∂色（ρ，α）／∂〆

　　　　　　　　　　　　　　∂〆　　∂・（ρ，α）／∂α1

　③　ψ（α）1＝σ（ρ，‘（ρ，α））と定義すると，命題7．1の①よりgは恒等写像

となる．したがって，

　　　　　　　　　　　　似αし∂σ（ρ，ω）∂・（ρ，α）
　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　＝1
　　　　　　　　　　　　　dα　　　∂ω　　　∂α

を得る．■

　上の①は一財価椿の所得による限界間接代替率が，｛財価楕の限界支出に

等しいこと，②は一財価楕の限界効用を価格の下落に対して測定すると，づ

財価格1円の変化がもたらす最小支出の変化と同額の変化を生じさせる効用水

準の変化に一致すること・⑨は，効用水準α1単位の変化による最小支出の

変化額（＝効用の限界支出〃亙。）は，所得の隈界効用の逆数に一致すること

を示している．

7．4図［間接効用と支出関数の微係数］

所得　　　　　　　　　　　　　効用

価格・所得無差別曲線　σ（叱5）＝α（一定〕

＝支出関数のグラフ　　ε（σ，血〕＝5

〃　　一■一’一一1一一1 ”R∫が”…〃Eが
‘1

○　　　　　グ

　　　　　パネル①
第工財の価格

バネル②
第1財の価格
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　上図のパネル①と②は，命題7．3の①と②にそれぞれ対応するものである．

7．5［ロワとヒヅクス＝マヅケンジーの需要表現式の同値性コ命題7．3の①は，

ロワとヒヅクス＝マヅケンジーの需要表現式が同値であることを示している。

しぱしぱ，ヒヅクス＝マヅケンジーの表現式はヒクシアン需要を示し，ロワの　　　　．

表現式はマーシャリアン需要を示すという解説が行なわれる．その直接の理由

は，ヒツクス：マヅケンジーの表現式から，価楕包の隈界支出〃Eがはづ財一

の需要量と一致するが，〃E四、は（ρ，α）の関数としてヒクシアン需要ゐ｛（p，α）

であり，他方，ロワの表現式から，価椿4の所得による限界間接代替率

〃珊、・、は｛財の需要量”壱と一致するが・〃叩〃は（ρ・ω）の関数として

マーシャリアン需要∫｛（p，ω）となるからである・しかし，この事実を余りに

も機械的に理解することは好ましくない．例えぱ，ヒヅクス＝マヅケンジーの

表現式の場合，刎（”）＝σ（ρ，ω）＝αとすれぱ，”｛＝∂召（p，α）／∂〆≡∂召（ρ，σ（fl，

ω））／∂〆となる．したがって，この右辺は（ρ，ω）の関数（ρ，ω）H∂8（ρ，α）伽｛，

α；σ（ρ，ω），としてマーシャリアン需要戸（ρ，ω）を表現するからである．同

様に，ロワの表現式がヒクシアン需要を示すものと考えることも可能である．

　さて，教科書に見るロワの需要表現式の証明は，命題7．3の①〃珊〃＝〃

五刃．にヒヅクス＝マヅケンジーの需要表現”｛＝〃Eρ。（これを「シェバードの補

題」とよんでいる）を代入するものである（例えば，Varian（1978；1986，p．

140）参照）．この関係式はω＝召（ρ，α）を満足するすぺての（ρ，ω）について

成立することから，rロワの恒等式」とよぷ人が多くなった・しかし，r恒等

式」という表現は，この等式が成立する理由を的確に理解することを防げてい

ると私は思う．恒等的に成立しているのは，〃珊ρ吻＝〃E〃である．その理由

は，系7．2で示した三；に，間接無差別曲線と支出関数のグラフとが一致する

からである．〃丑8型．”や皿刃、・と消費量”｛とが一致するのは・それが間接効

用を最小化する場合や消費支出最小化問題のデュアルの解となる場合であり・

最適化間題の解の必要条件として得られるのである．　　　　　　　　　　　　　　・

7．6［双対問題とえルツキー方程式］需要理論における古典的命癌のほとんど

すべてがスルッキー方程式とその諸性質に帰着する．本稿ぞ解説した2種類の
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双対性およぴそれから導かれる2種類の需要表現式一ロワの需要表現式とヒ

ヅクス＝マヅケンジーの需要表現式一から，スルツキー方程式を導く3種類

のルートがあることが明白である。①効用最大化問題の解の必要条件から導く

方法・②間接効用最小化問題の必要条件と双対性命題Iより得られたロワの

需要表現式から導く方法，③消費支出最小化問魑に対する双対間題の解の必要

条件と双対性命題II’より得られたヒヅクス＝マヅケンジーの需要表現式から

導く方法，の3種類である．言う．までもなく①はS1utsky（1915；1952），

Hicks（1939）等による伝統的アプ回一チである．②はHouthakker（工952）

が示したアプローチであり，⑧はMcKenzie（ユ957）が導入したアプロ＿チで

ある。スルッキー方程式の導出については⑧のアプローチがベストである．導

出過程は以下に示す通り単純である．

　ρ∈五一。。，ω〉O，とし，∫（ρ，ω）が（ハω）で可徴分であるとすると，命題

7一からゐ（ρ，α）＝∫（ρ，θ（ρ，α）），ω＝（ρ，α）である．したがって，任意の4，ブ＝

1，…，1に対し，

∂が暴1α）一努）十牛）努）

一び影ω）…∂等ω）

を得る・この等式の右辺の第1項が，左辺から右辺の第2項を引いた値に等し

いというのがスルツキー方程式である．マヅケンジーのアプローチが優れてい

るのは，このようにその導出が極めて簡単であるということと，さらに，代替

項∂尻｛（ρ，α）ノ∂〆の性質を効用・選好の凸性から導く必要がないという点であ

る．スルッキーやヒヅクスによる①の方法では効用の凸性が不可欠である．こ

のため対象となる消費集合も非分割財を許容できない1これに対し③の方法で

はヒヅクス＝マヅケンジーの需要表現式により九｛（ρ，α）＝∂θ（ρ，α）ノ∂〆である

ことに注意し，‘（ρ，α）がρで2回可徴分であれぱ∂危｛（ρ，α）／∂〆＝∂2如，α）／

∂ρ1∂〆であることを利用する一つまり，代替項の性質はすぺて支出関数、（・，

α）が凹関数であることから導かれてしまうのである．支出関数が凹関数にな

るという事実は・、消費築合の形状に全く左右されない上，双対性命題6．3，6．7
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も消費集合の形状に依存しないのである（注6・9参照）・しかも凹関数は・（ル

ベーグ測度の意味で）ほとんどいたる所2回可微分であることが知られている

から（例えぱ，Fenchel（1953）参照），消費集合や選好関係の形状いかんに

よらず，ヒヅクス＝マヅケンジーの需要表現式はほとんどすべてのρ∈月！。。

について成立する．そして，もし需要関数が（ρ，ω）に机・て可微分ならぱ，

スノレッキー方程式とその通常の諸性質が成立することを上の導出方法は示して

いるのである．効用関数が可微分でなくとも需要関数は可徴分になる場合があ

るから（注5．3参照），①の方法と比べ③は非常に一般的である・

　②のハウタッカーのアプローチによっても，③と同様に効用・選好の凸性を

仮定する必要はないが，③の場合に比較しその導出過程はやや複雑になる．

7．7文献注［需要理論における双対性n］

　①　効用最大化問題に対する双対問題として，消費支出最小化問題を最初に

考察したのは，McKenzie（1957）である．マッケンジーの目的は2つあった・

第1は，効用関数による選好関係の表現を前提することなく，スノレッキー方程

式を導出すること．第2は，選好関係の凸性を前提することなく，スノレッキー

方程式を導くことである．このようなスルッキー方程式の一般化が・最も簡単

な導出法を生み出した点は非常に興味がある・本稿では，第1の点について金

く触れなかった．その理由は，ロワやハウタヅカーのアプローチが効用関数に

よる選好表現を前提とするからである．

　②　ヒックス＝マヅケンジーの需要表現式を最初に示したのはHicks（1946，

p．331）である．しかし，ヒヅクスは消費支出の最小化問題を明示的に考察し

たわけではない．

　ヒヅクス＝マヅケンジーの需要表現式に対応する関係式をrシュバードの補

題」とよぷテキストもある．生産理論における双対性を明示的に考察した

Sheph乱rd（1953）が，生産要素投入量は費用関数の要素価格に関する偏微係

数と一致することを示したからである．しかし，この事実はSamuelson（1947，

（55），p．68）が指摘したことでもある。生産理論におけるrサミュエルソン＝

シェバードの補題」を，需要理諭においてこの両者の名称でよぷことが適当で
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ないことはいうまでもなく，この関係式を需要理論における「補題」とするこ

とも適切ではない．

　　　　　　　　　　　　　　　8　おわりに

　本稿では，需要理論における2種類の古典的双対性命題を解説し，両者と効

用最大化問題の相亙関係について詳紬に説明した．これを一覧表にまとめたの

が表8．1である．

　双対性は，同一の事実や現象を，2つの最適化問題として表現できることで

あると本論では規定した．同一事実の別表現である以上，双対的アプローチは，

本質的には新しい事実を説明しようとするものではない．その意味で，双対性

自体を一般的に考察することは・経済理論において重要ではないだろう．しか

しこれは・個別的な問題に対する双対的アプローチが，時として，便利な結果

をもたらすことを否定するものではない．

　歴史的に双対的アプローチが導入された理由は2つ考えられる．第ユは，双

対的アプローチから得られるロワの表現式やヒヅクス＝マヅケンジーの表現式

が，各財の消費量を明示的な価樒の関数として与えるため，実証分析上便利で

あると考えられたこと。第2は，7．6で指摘したように，価格・所得空間にお

ける分析は財空間における諸概念の性質にそれほど制約を与えなくて済むため，

より一般的な形の命題を導くことが可能な場合もあること，である．第ユの点

は，すでにロワ（ROy（ユ942））自身が強調していた事であり，近年の需要関

数の推計にもしぱしぱ双対的アプローチが応用されている．

　本稿では数理計画における双対性命題の形式との対比が容易なように，あく

までも目的関数が実数値関数となるような形で，需要理論における双対性命題

の解説を行なった・これが選好関係ではなく効用関数を用いた理由である．マ

ヅケンジーは双対性の第2命題を，効用関数を使用することなく導いている．

ロワやハウタヅカーのアプローチを効用関数を用いない形に拡張することも可

能である．（例えぱ，S乱kai（19ク7），Li士t1e（ユ979），Richter（1979），Yamazaki

（1984）参照．）したがって，財の完全分割可能性を前提とせず，さらに，効用
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