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REVISED PROOF OF SKOLEM'S THEOREM* 

TAKASHI NAGASHIMA 

In [N 91], the author intended to present an easy finitary proof of Skolem's Theorem 

but unfortunately it turned out to contain some serious errors. This corrected version 

is self-contained and readers' knowledge of [N 91] is not assuJned. Skolem's Theorem is 

the following statement: In the classical predicate logic, Iet f be a k-ary function symbol not 

contained in a formula vxl Vx 9yA(xl' . . . k . . . , xh,y)DB. Then 

Yx Yx gJ'A(X . . xh,y) :) B 1 ' ' ' k l' " 
is valid if and only ,f 

Vx vx A(x x f(xl' ' ' " xk))DB 
is valid. 

We use the logical symbols =, A . V , :) , v and :. Different letters are used for free 

variables and for bound variables. Any set consisting of function symbols and predicate 

symbols is called a language. The language obtained by adding function symbols f, g, . . . 

. to any language ~ is written ~ U {fg,. . .,P,Q,. ..}･ Terms and predicate symbols P. Q, . . 

and formulae are constructed according to the usual syntactic rules. Any formula of the 

form (A :) B) A (B D A) is abbreviated as A E B. For any formula A(a), the formula 

axA(x) A Vxvy(A(x) A A(y) D x=y) 

is abbreviated as a!xA(x). If two formal expressions A and B differ only in their bound 

variables, A and B are congruent [K 52, S33] or A is an alphabetica/ variant of B [T 75, S3]-

A cedent is a sequence of zero or more formulae separated by commas. A sequent is 

an expression of the form 

F--~ e 

where F and e are any decents. Partition ofcedent is defined as follows : 

(1) If r is the empty cedent then [r; r] is the only partition of F. 

(2) If [Fl; F2] is a partition of F then [Fl,A; F2] and [Fl; F2,A] are partitions of r,A. 

A partition of a sequent F-e is an ordered pair (of sequents) 

[rl~> el; F2---~ e2] 
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where [Fl; r~ is any partition of r and [el; e2] is any partition of e. 

For any formula or a cedent or a sequent S, Iet 

FV(S)=the set of free variables occurring in S, 

BV(S)=the set of bound variables occurring in S, 

Func(S) =the set of function symbols occurring in S. 

For any formu]a or a cedent or a sequent S, Pred+(S) (resp. Pred-(S)) denotes the set 

of predicate symbols occurring positively (resp. negatively) in S and Pred(S) denotes the 

set of all predicate symbols occurring in S. 

Let ~P be a language. A term t is an ~;~-term if Func(t) c ~ If Func(A) U Pred 

(A)c~Pthen A is an ~~-formula. The language Func(A) U Pred(A) is called the language 
of A and denoted as ~l(A). Similar notations and terminologies are used for cedentS and 

sequents. 

For any formal expression S and for any (free or bound) variable v, S[v:=t] denotes 

the result of replacing all occurrences of variable v in S with t. When a formula is denoted 

as A(a), the expression A(a)[a: =t] is abbreviated as A(t). 

The system LK. (LK with equality) is an extension of LK obtained by adding the fol-

lowin_~: schemata for initial sequents : 

--> t=t 

S = t,A(S) - A(t) 

where a is a free variable, s and t are terms and A(a) is an atomic formula. 

is equivalent to LK, in [T 75, S7]. LK, is also equivalent to the system LKG 

is an extension of LK obtained with additional inference schemata 

This 

[N 66], 

system 
which 

t=t, F-~ e and 
F-=~ e 

F- e, A(s) A(t), A- A 
s=t, r, A--~ e, A 

where a is a free variable, s and t are terms and A(a) is an atomic formula. 

A derivation (or a prooffigure) is defined as usual. A sequent S is LK-provable and 

denoted as H S is there exists an LK-derivation of S. If there exists an LK-derivation ~p 

of a sequent S and if all sequents in ~~ are 2;:-sequents, then S is LK-provable in ~ and 

denoted as ~PHS. Corresponding terminologies and notations are used aldo for LK.. 
If the equality symbol = is not contained in ~:, then LK,-provability in ~P is clearly equiv-

alent to LK-provability in ~. 
If A(al""'a*) is a formula and xl""'x* are distinct bound variables not occurring in 

this formula, then the formal expression 

is an 

V(tl" ' 

)tXl' 

n-ary abstract [T 75, S20]. If 

.t*) denotes the formula A(tl" " 

V is 

'tn)' 

'Xn'A (X1" "X'$) 

~xl"'xn'A(xl""'xn) and if tl""'tn are 

For any n-ary abstract V, define 

terms then 
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Func( V) = Func( V(al" " 'a*)), 

Pred( V) =Pred( V(al" " 'a*)) 

where al""'a* are free variables not occurring in V. An abstract V is an ~:-absrtact if 

Func( V) U Pred(V) c ~: 

For any k-ary predicate symbol P and any k-ary abstract V, the result of substituting 

V for P in a formula or a cedent or a sequent S is denoted as S[P:=V]. 

The key idea of our proof is replacing a function symbol by a predicate symbol [K 52, 

S74]. Let ~P be a language, Iet f be a k-ary function symbol not contained in ~ and let 

F be a (k+1)-ary predicate symbol not contained in 2~. The (f;F)-transformation applies 

to ~PU {f}-terms and to ~PU {f}-formulae. Any ~U{f}-term is transformed into a unary 

~PU {=,F}-abstract and any ~U {f}-formula is transformed into an ~PU {=,F}-formula. 
Definition is by the following induction. 

(1) a* is xu.(u=a). 

(2) f(tl""'tk)* is 

Au,axl" 'axh(tl*(xl) A . . . A tk*(xk) A F(xl" " 'xk,u)) 

where u, xl" "'xk ef~BV(tl*) U . .. U BV(tk*). 

(3) g(tl""'t~)* is 

Au.axl" 'ax*(tl*(xD A . . . A t**(x*) A u=g(xl" "'x*)) 

where u, xl" "'x* ~BV(tl*) U . . . U BV(t**). 

(4) P(tl""'t*)* is 

9xl" 'ax~(tl*(xD A . . . A t^*(x~) A P(xl" "'x~)) 

where xl" "'x* $BV(tl*) U . . . U BV(t~*). 

(5) (A AB)* is A*AB*, (AVB)* is A*VB*, (A:)B)* is A*:)B* and (-1A)* is -1A*. 
(6) (VxA(x))* is vyA*(y) and (axA(x))* is ayA*(y) where y is any bound variable 

such that y ~BV(A(a)*). 

Example. In case of k=1, Cf(a)=b)* is (any alphabetical variant of) 

:x:y(:z(z a A F(z x)) Ay=b A x=y). 

For any (k+ l)-ary predicate symbol F, the existence condition [MO 82] Ex(F) is the formula 

Vxl"'Vx ayF(xl' 'xk y) 

and the uniqueness condition [MO 82] Un(F) is the formula 

Vxl" ' VxkV yvz(F(xl" " 'zh,y) A F(xl" " 'xh,z) :) y =z). 

Lemma 1. An J~~:-sequent is LK-provable if and only if it is LK-provable in 2~. An 2~:-

sequent is LK.-provable if and only if it is LK.-provable in ~PU {=}. [] 

Proof. The first part of Lemma is a direct consequence of Gentzen's cut-elimination the-

orem [G 35]. The latter part follows from cut-elimination theorem of LK, rr 75, S7] or 

cut-elimination theorem of LKG [N 66]. I] 
Lenuna 2. Let P be a k-ary predicate symbol. V be a k-ary ~-abstract and S be :any 2;:-

sequent. If~jHSthen ~~S[P:=V]. If2;jH,S then ~jH･S[P:=V]. [] 
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Proof．Case　Lκ：By　cut－elimination　theorem，there　exists　an　cut－free　Lκ・（1erivation謬

・fS．ApPlying7廊なnαプi・nφ戸θθvα吻わ1εs［G35，III3・10L彫canbec・nve貢edint・a

cut．飾eeLκ一derivati。n詔’・fSsuchthatn・eigenvariable・f詔’・ccursin臥Substitute

VforPineverysequentof謬’。Theresukofsubstitutioniseasilyverifie（1tobeanLκ一
derivation　of5【P；＝V】．　Sim皿arly　for　Case　Lκe、　□

　　Now　let　aん一ary　function　symbol∫and　a（κ十1）一ary　predicate　symbol　F　be　nxed．We

state　some　Lemmas　conceming　the（∫IF）一transformation。

Lemma3．恥rαnアノィεr捌，

　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝卜一，Ex（F），Un（F）→ヨ！x∫＊（x）・□

Proo£　　By　induction　on　the　structure　of乙　　［コ

Lemma4．F・7αnア加θvα・’αわ1θα，αny！’θ牌∫αn4αnンノ卿7溺μ1姐・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝｝卜・。一一→’＊（α）≡α；’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ク∪｛＝＝｝トー¢一→14＊≡14。　［コ

Lem四a5，F・mny加εvα吻61θα・n4αny／1ε㈱sαn4’，

　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝←，Ex（F），Un（F），’＊（α）一→3＊（わ）≡51α：＝’】＊（わ）・［コ

Proo£Byinductiononthestructureofs・□

Le㎜a6．4＝申玖F年忽α1即θ8痂わ1θ，fl5αノ脚αn繭sαノ顎雁μ1α，∫hεη

　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝←，Ex（F），Un（F），∫＊（α）一→・4＊≡オ［α：＝4＊・□

Proof　By　induction　on　the　structure　of・4，　□

Le㎜a7．グー嘩玖F∈玖傭ψθ8vα〆1・δ1卿5αnノ關α醐（α）’5αnノ知卿α・
1hεn

　　　　　　　　　　　　　／U｛＝，F｝←一，Ex（F），Un（F），∀x・4（x）＊一→オ（’）＊，

　　　　　　　　　　　　　ノU｛＝，F｝』，Ex（F），Un（F），オ（’）＊一一→ヨx・4（x）＊・□

Proo£　Letα隼FV（∀x。4（x））U　FV（1）．By　Lemma6，

　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝ト，Ex（F），Un（F），’＊（α）一→オ（o）＊…オ（’）＊・

Hence

　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝ト。Ex（F），Un（F），f＊（α），・4（α）＊一→孟（∫）＊，

　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝ト。Ex（F），Un（F）シ’＊（α），∀x！盟（x）＊一→14（’）＊，

　　　　　　　　　　　ノU｛＝，F｝卜，Ex（F），Un（F），ヨx～＊（x），∀x・4（x）＊一→風’）＊・

By　Lemma3，

　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝ト。Ex（F），Un（F），vx・4（x）＊一→オ（’）＊・
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The　latter　half　is　prove（i　sin面larly．　［コ

Lemma8・恥rαnアノ∪｛∫｝一sε9〃θn’r→θ，びノU｛∫｝トーr→θthen

ノ∪｛＝・，F｝卜，Ex（F），Un（F），r＊一→θ＊．　口

砿
α
m
↓P
r

By　cut－elimination　theoremシthere　exists　a　cut－fヒee／U｛∫｝一Lκ一derivation彫of

It　su伍ces　to　prove　by　induction　that

ノ∪｛＝，F｝1一，Ex（F），Un（F），φ＊一→グ＊

for　any　sequentφ→ψoccurring　in詔．The　statement　is　evident　for　initial　sequents．We

divide　cases　according　to　the　infbrence　whose　lower　sequent　isφ→ψ．

Case（→ヨ）．、Let　the　infbrence　be

∠一→1f，オ（ガ）
　　　　　　　　　　（→ヨ）．

4－z，ヨx次x）

Sinceノ∪｛∫｝ト4→∠1，！i（∫），

　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝←θEx（F），Un（F），∠＊一→1至＊，イ（f）＊

by　the　inductive　hypothesis，By　Lemma7，

　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝・，F｝←¢Ex（F），Un（F），・4（’）＊一→ヨx、4（x）＊，

hence

　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝卜6Ex（F），Un（F），∠＊→∠＊，ヨx14（x）＊．

Case（∀→）．SimilarlybyLe㎜a7．
All　the　other　cases　are　straightforward．　□

Theorem9（Lyndon），　Eo7αn』yραr漉ion［r1→θ1；r2→θ21（ゾoπLκrρ70、’αゐ1θsθgμ8n∫1「→

θ，ゲ

　　　　　　　　　　　　　　　Pred一（Z71→θ1）∩Pred＋（r2一→θ2）キφ

07

　　　　　　　　　　　　　　　　Pred＋（T’1一→θ1）∩Pred｝（Z「2→θ2）・≒・φ

fhθn’hαθεκノs！sαノb1η躍1αCsα’i功ing’hθ∫blloLt・i〃gμo！ρθ〆”θs」

　　（1）　卜一丁『1→θ1，C　and　l一（7，r2→θ2．

　　（2）　FV（C）⊂FV（r1→θ1）∩FV（r2→θ2）．

　　（3）　Pred÷（C）⊂Pred一（r1→θ1）∩Pre（i＋（T「2→θ2）．

　　（4）　Pre（1一（C）⊂Pre（1＋（∫’1→θ1）∩Pred一（r2→θ2）．　□

　　Any　formula　C　satisfying（1）一（4）is　called　a　Lアndon’n縦ρ01αn～ヴthe　partition『1→

θ1；r2→θ21．

　　Lyndon’s　proof　is　not丘nitary　but　a五nitary　proof　can　be　carried　out　with　Maehara’s

method［Ma73，§8．31，［T75，§61．
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Theorem10．　ヴα5εg肥n∫3ωn∫α1ns〃oεgμ01i’アsア’舶01αn4ゲ←8S’hεn←S．　□

Proo£　This　is　an　easy　application　of　cut－ehmination　theorem　of五κwith　equality［Ma

73，§6．61，［T75，§71，【N661．　□

Theorem11（Skolem）．Lθげδεακ一α7ッ∫レnα∫on　sア1功01no’oc6μrアing　in

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀絢．．．VX此ヨ頭（X、，．．．，X化ラァ），」ラ濯、

ザ

　　　　　　　　　　　　　　　トVX、＿vx魂（x、，＿，X彫，∫（X、，＿，Xκ）），」一→濯

∫hεn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　卜vx、＿∀X㌃ヨ），双x、，＿，Xκ，ア），4一→ん□

Proo£　For　the　sake　of　simplicity　in　notation，we　assumeん＝L　Letノ＝1（V月アオ（x，ア），

4，オ）an（11et　F　be　a2－ary　predlcate　symbol　not　contained　inノ。Assume

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　←∀Xオ（X，∫（X）），イー→イ．

Whence　folbws

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛∫｝トvx孟（x，∫（x）），∠一濯　　　　　　　（1）

by　Lemma　l．By　Lemma8，

　　　　　　　　　　　ノU｛＝，F｝卜，Ex（F），Un（F），vx／1（x，∫（x））＊，∠＊一→イ＊。　　　　　　　（2）

Becauseバo）＊（わ）isヨx（x＝α〈F（x，ゐ）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛一，F｝卜，バα）＊（わ）≡F（α，b）．　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛一｝ト，一オ（α，わ）＊…オ（α，わ）　　　　　　（4）

and

　　　　　　　　　　ノ∪｛＝，F｝トー、Ex（F），Un（F），∫（α）＊（6）一→・4（α，わ）＊…オ（α，∫（α））　　　　　（5）

follows　immediately　f士om　Lemmas4and6respectively．From（3），（4）and（5）we　obtain
SUCCeSSiVely

　　　9∪｛＝，F｝←，Ex（F），Un（F），F（α，わ）一→・4（α，∫（α））＊…オ（αンわ），

　　　ノU｛＝，F｝1一，Ex（F），Un（F），F（α，わ）一→・4（α，∫（α））＊≡F（α，わ）〈オ（α，わ），

　　　ノU｛＝，F｝ト，Ex（F），Un（F），F（α，わ）→・4（θ，∫（α））＊≡ヨXF（α，y）〈オ（α，ア）），

　　　ノ∪｛ニ，F｝卜。Ex（F），Un（F），Ex（F）一→・4（θ，∫（α））＊≡ヨy（F（α，ア）〈オ（α，ア）），

　　　ノ∪｛＝＝ラF｝←，Ex（F），Un（F）→∀x／｛（x，∫（x））＊≡…VxヨXF（x，ア）〈オ（x，ア））・　　　　　　（6）

ByLe㎜a4，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝｝卜。→13＊≡β
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for　any　memberβof∠，∠．Therefore

　　　　　　　　　　　　　／U｛＝，F｝卜8Ex（F），Un（F），vx／f（x，∫（x））＊，∠一一ヶイ

follows　fヤom（2）。From（6）an（1（7）follows

　　　　　　　　　　／U｛＝，・F｝←8vxヨジ（F（x，ア）〈オ（x，ア）），Ex（F），Un（F），」一→1f．

Consi（ler　the　partition

　　　　　　　　　　　　　［Un（F）一→　　；∀xヨXF（x，μ）〈オ（x，ン）），Ex（F），」一→∠l

of　this　sequent．　Then

　　　　　　　　　　　　　Pred一（Un（F）一一引）＝｛＝｝，　Pred＋（Un（F）→）＝・＝｛F｝

and

　　　　　　　　　　　　　F年Pred＋（∀xヨア（F（x，ア）〈Z（xラア）），Ex（F），∠→14），

Let　C　be　a　Lyn（10n　interpolant　of　this　partition。　Then　C　satisfies　Pred（C）⊂｛＝｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノU｛＝，F｝ト。Un（F）→C

and

　　　　　　　　　　　　／U｛＝，F｝トーεC，vxヨ．y（F（x，ア）〈イ（x，ア）），Ex（F），∠一一＞14．

Substituteλμv，（μ＝v）for　F　in（9）and　apply　Lemma2．Then

　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛一｝トe∀X∀ア∀Z（X＝ア〈X－Z⊃アーZ）一→C，

hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛＝｝ト8一→C．

　　　From（10），（11）and

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛F｝←8∀xヨア（F（x，ア）〈イ（x，』y））→Ex（F），

it　follows

　　　　　　　　　　　　　　　2クU｛＝，F｝卜一8VXヨン（F（Xラア）〈オ（X，ア）），‘4→オ．

：By　substltution　ofλμv．。4（μ，v）for　F，we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪｛一｝トevxヨァ（4X，ア）M（X，ア）），4一→オ．

Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　／U｛＝｝1一、∀Xヨア∠f（X，ア），∠一一ウZ1．

lByLemma10，weconclude

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノト∀xヨ頭（x，ア），∠一→イ，□

Remark　Another　proof　is　sketche（1in［Mo821，which　can　be　stated　as　follows．

〈8）we　have

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）
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ノ∪｛＝，F｝←，∀xvy（F（x，）ン）⊃オ（x，ン）），Ex（F），Un（F），4一→！1・ （13）

Since　F（華Pred一（∀xV』y（F（x，』y）⊃14（x，ア）），∠→1i），

　　　　　　　　　　　　ノ∩｛ニ，」F｝トー，vxV．ソ（F（x，ア）⊃／霊（x，y）），Ex（F），、4→11　　　　　　　　　（14）

by［Mo82，Theorem　ll．We　obtain（i2）by　substitutingλμv，オ（μ，v）forF。

、4clヒnow1ε砲ε灘εn1．　The　author　woukl　like　to　thank　Professor　T，Uesu　for　his　helpful

advices．
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