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1 本論文の構成

本論文の構成は以下のとおりである.

第 1章 Introduction

1.1 Motivation for this study

1.2 Abstract and focus for each chapter

第 2章 Stochastic Differential Utility whose states are driven by jump diffusion process

2.1 Introduction

2.2 Problem formulation

2.2.1 Backward stochastic differential equations with jumps

2.2.2 The utility process

2.2.3 The wealth process

2.2.4 Problem formulation of the maximization of recursive utility

2.3 Backward formulation of the maximization problem

2.4 Maximum principle

2.5 Forward-Backward system

2.6 Normalized SDU

2.7 An application to inverse problem

2.8 Summary and conclusions

2.9 Appendix

2.9.1 Proof of Theorem 2.2.2

2.9.2 Proof of Proposition 2.4.1

2.9.3 Proof of Theorem 2.4.2

2.9.4 Proof of Theorem 2.4.3
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第 3章 Dynamic Investment Strategies to Reaction-Diffusion Systems Based upon Stochastic Differential

Utilities

3.1 Introduction

3.2 Maximum Principle in the Model with Stochastic Differential Utility

3.2.1 Optimal investment in regime-shifting assets

3.2.2 Non-synchronous regime shift model

3.3 Numerical computation

3.3.1 Nested PDE system of synchronous regime shift model

3.3.2 Nested PDE system of non-synchronous regime shift model

3.4 Summary and Concluding Remarks

第 4章 A BSDE Approach to Utility Indifference Pricing and Reserving

4.1 Introduction

4.2 Problem formulation

4.2.1 Notation

4.2.2 The financial market and the wealth process

4.2.3 Utility indifference pricing and reserving

4.2.4 Literature review

4.3 Case of Brownian motion

4.4 Case of Poisson jump

4.5 Numerical computation

4.6 Conclusion and Remarks

第 5章 Conclusion

2 本論文の目的

本論文のテーマは, 状態変数がジャンプ拡散過程によって駆動される非完備市場において, 後向確率微分

方程式 (Backward Stochastic Differential Equations; BSDEs)を,数理ファイナンスにおいて重要な役割を担っ

ている効用最大化問題について応用することにある. 後向確率微分方程式は様々な応用分野を持つことが知

られているが,ここで我々は,確率微分効用（Stochastic Differential Utility; SDU）と効用無差別価格 (Utility

Indifference Pricing)について取り上げ議論を行った.

まず初めに,ジャンプ付確率微分効用を最大化するポートフォリオおよび消費の最適化問題に焦点を当てる.

金融経済学の伝統的な資産価格モデルでは,経済主体の選好は時間加法的な von Neumann- Morgenstern型の

効用に従うとの仮定の下で構成されている. しかしながらそのようなモデルは,互いに関連した 2つの理由か

ら,多くの批判にさらされてきた. 一つは,実際の市場への当てはまりの悪さである. Mehra and Prescott (1985)

[40]の危険資産プレミアムパズル (equity premium puzzle)は最も有名な反例の一つである. 二点目は,このタ

イプの効用関数が,本来概念的に異なっている,異時点間の代替性とリスク回避度を区別していないことにあ

る. これらの欠点を克服するために, Epstein and Zin (1989) [14]は,伝統的に用いられている時間加法的な期待

効用関数を一般化し,離散時間において,異時点間で再帰的に定義される効用関数について研究した. Epstein

and Zinの続く論文 [15]では,この再帰的効用関数が実際の観測データに対するモデルの適合度を改善するこ
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とが示されている. Duffie and Epstein (1992) [10]は, Epstein and Zinの再帰的効用関数を連続時間に拡張して

確率微分効用を開発した.これらの効用関数では,異時点間の代替性とリスク回避度を分離して考えることが可

能になった. すなわち,通常の静的な効用では考慮することのできない不確実性が解消するタイミングに関す

る選好をモデル化することができるようになったわけである. Duffie and Epsteinの次の論文 [11]では, Duffie

and Skiadas (1994) [13]の効用勾配アプローチを使用することにより,ブラウン運動によって生成された情報

系において,正規化された確率微分効用における状態価格密度過程が明示された. El Karoui, Peng, and Quenez

[16, 17]は,後向確率微分方程式を適用することにより確率微分効用の最大化問題が解けることを示した.

本論文では第 2章において El Karoui, Peng, and Quenez [17]の結果を,いわゆるレジーム・シフトモデルを

含む,状態変数がジャンプ拡散過程によって駆動される非完備市場に拡張した. この問題を解くために,ここ

では一階の条件を導き,導かれた条件が必要十分条件であることを示した. 最適富過程および最適効用過程は,

forward-backward systemの解として導かれる.

次に,本論文では反応拡散系を取り上げる. 金融業界で近年注目されているレジームが転換する現象（ドリフ

ト項と拡散項が同期する場合および同期しない場合の両方のケースについて）は,たとえば,金融市場における

急激な資産価格の変化をもたらす経済環境の構造的変化や,保険契約者への支払条件となっているような予期

せざる被保険者の健康状態の変化などが挙げられるように,現実の様々な局面において観測されている. 近年,

Becherer and Schweizer (2005) [3]は,生物学的なパターン形成や化学反応などで現れることが知られている反

応拡散系を用いることにより,この種のレジームが転換する現象をモデル化した. 彼らのモデルでは,整数値を

もつポアソンジャンプを導入することにより,レジームの転換を簡潔に記述している.

本論文では第 3章において,第 2章で求められた結果を応用して,資産価格が反応拡散系に従う場合につい

て,確率微分効用に基づく最適な投資戦略について研究した. 本研究は,反応拡散系がレジームが転換する現象

に関する研究にスポットを当て,潜在的に多くの種類の状態変数の動態をモデル化できることを示すものであ

る. 更に,この最適化問題を解く際に付随して導かれる入れ子状準線形偏微分方程式について,数値解法を提示

する. この数値解法を用いることにより,具体的な最適ポートフォリオおよび最適消費を求めることができる.

次に,本論文では効用無差別価格について研究を行った. 金融機関にとって動的なリスクの評価は本源的な

課題である. 金融市場が完備である場合,条件付請求権の価格は複製ポートフォリオを構成することにより一

意に定まる. しかしながら,複製ポートフォリオを構成することが出来ない非完備市場においては,無裁定条件

と整合的な無数の価格と,それに対応する無数のマルチンゲール測度が存在する. また,そもそも金融機関の資

産/負債査定や（部分）ヘッジ戦略は,金融機関自身のリスクに対する評価や選好を考慮に入れるべき事柄であ

ると考えられる. そこで,金融機関が効用を最大化しつつ,請求権を購入しプレミアムを支払った後の期待効用

（もしくは請求権を売却しプレミアムを受領した後の期待効用）と,購入前（もしくは売却前）の期待効用が変

わらないように定めたプレミアムを考える. この概念は Hodges and Neuberger (1989) [22]によってファイナ

ンスの問題へ導入されているが,古くから等価効用原理としてアクチュアリーに知られている.

保険契約の価格付けや負債（責任準備金）評価はアクチュアリーにとって重要な問題である. Gerber (1976)

[19] はこの保険料算出原理を,効用無差別負債と呼ばれる負債評価に拡張した. 本論文では,後向確率微分方

程式を応用することにより,市場で取引されていないリスクを含む条件付請求権の効用無差別価格および効用

無差別負債を求めた. 後向確率微分方程式を使用したアプローチは, Rouge and El Karoui (2000) [47]が価値関

数と最適ポートフォリオを求めるために導入した. 彼らは双対価値関数を後向確率微分方程式として定式化

し,取引制約がある状況における最適ポートフォリオを導いた. より直接的に, Müller et al. (2005) [24]や Lim

[30, 31]は価値関数自身を後向確率微分方程式として提示している.

本論文では第 4章において,価値関数を後向確率微分方程式で表現する方法を新たに提示する. この方法は
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いくつかの取り扱いやすい性質を持っており,取引されていないリスクがブラウン運動に従う場合に加え,ジャ

ンプ拡散過程に従う場合についても同じフレームワークで議論を行うことが出来る. 更に, Malliavin微分を適

用することにより,具体的な数値計算例を提示する.

以下,本論文の主要な結果について各章ごとに述べていく.

3 第 2章 Stochastic Differential Utility whose states are driven by jump

diffusion process

この章では状態価格がジャンプ拡散過程によって駆動される非完備市場における確率微分効用の最大化問題

を取り扱う. ここでは危険試算のドリフト項と拡散項が,有限なジャンプサイズ分布を持つ複合ポアソン過程

に従うと仮定する. この設定は,いわゆるレジーム・シフトモデルを内包している. 本研究ではまず,ジャンプ

拡散過程で駆動される後向確率微分方程式の比較定理を導いた. その準備として,ジャンプ付線形後向確率微

分方程式の随伴過程が一意に存在することを証明した. なお,この比較定理の証明は, Situ (2005) [51]とは別の

方法を用いた。次に,最適性の一階の条件を導き,比較定理を用いることにより状態価格密度過程を求めた. 最

適富過程および最適効用過程はここで導かれた forward-backward systemの解として得られる. 最後に,ジャン

プ付確率微分効用の aggregatorの正規化について考察し,新たに 4つの正規化された aggregatorを提示した.

4 第 3章 Dynamic Investment Strategies to Reaction-Diffusion Systems

Based upon Stochastic Differential Utilities

この章では連続時間における確率微分効用に基づく動的投資戦略について研究した. ここでは,資産過程が

相互作用する伊藤=ポアソン過程—いわゆる反応拡散系—に従うと仮定する. 本研究では,ジャンプ付後向確

率微分方程式で記述される確率制御問題の確率的最大値原理を求め,最適投資戦略と最適投資を導いた. 次に,

この問題を解く際に付随して導かれる入れ子状準線形偏微分方程式について数値解法を提案し,具体的な計算

結果を提示した.

5 第 4章 A BSDE Approach to Utility Indifference Pricing and Reserving

この章では非完備市場における価格決定問題および資産/負債評価問題に対する効用無差別アプローチを

テーマにした. なお,この章では時間加法的な効用を仮定している. 市場で取引されていないリスクを含む条件

付請求権の効用無差別価格および効用無差別負債を評価するために,ここでは新たな後向確率微分方程式によ

るアプローチを提案した. 本研究では,まず,価値関数の線形後向確率微分方程式表現を導いた. 線形後向確率

微分方程式の性質から,価値関数は前向確率過程の期待値として定式化される. またここでは,効用無差別価格

は,最小マルチンゲール測度の下での期待値と確実性等価に分解された表現の形で得られた. さらに,取引され

ていないリスクがブラウン運動に従う場合に加え,ジャンプ拡散過程に従う場合についても考察した. 最後に,

Malliavin微分を適用することにより,具体的な数値例を提示する.
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6 結論と課題

最後に,本論文で行った議論を総括した上でその含意を論じるとともに,本論文で扱うことができなかった課

題について言及する.

第 2章では,状態価格がジャンプ拡散過程によって駆動される確率微分効用の最大化問題を論じた. 最適性

の一階の条件を導き,それが必要十分条件になっていることを示した. 更に,最適富過程および最適効用過程,

およびそれらに付随するデフレーターが, forward-backward systemの一意解であることが証明された. すなわ

ち,ジャンプ付確率微分効用を応用するための理論的フレームワークを整えることができたといえる. これら

の結果は容易に多次元ジャンプの場合に拡張でき,さらにドリフト項と拡散項がそれぞれ同期しないジャンプ

拡散過程に従う場合も同様である. 同期しない事例は第 3章において論じられる. また,ジャンプ付確率微分効

用の正規化された aggregatorについて,新たに 4つの型を提案した. これらの新しい aggregatorについての性

質を分析する研究は興味深い応用分野である. 最後に,経済主体の beliefsがジャンプを含んでいる場合の逆問

題を取り上げ,最適な消費過程が与えられた経済において, beliefs密度過程および短期金利が満たす均衡式を

導出した. 実際に観測される消費データに最も適合する aggregatorと beliefsについて分析することも興味深

い研究である.

第 3章では,確率微分効用における反応拡散系の最適化問題を研究した. ここでは,第 2章と同様のアプロー

チをとり,確率的最大値原理を適用することにより最適化問題を解いた. 数値解析では,ポアソンジャンプ項が

付いた入れ子状偏微分方程式を,不動点アルゴリズムを用いることによって計算した. この手法は,拡散過程に

基づく FBSDEの four-step scheme [35]を,ポアソンジャンプ項を包含するように,直接的に拡張したものであ

る. 残された課題として,以下のことが挙げられる. まず始めに挙げられるのは,この章で取り上げたのは主に

Kreps-Porteus型の aggregatorを基にした数値特性であることである. 他のタイプの aggregatorの場合の最適

解について探求することは興味深いテーマである. 次に挙げられるのは,制約条件である. 投資期間中の富過

程や取引戦略に制約を課した場合にどのような結果になるのだろうか. このテーマは El Karoui, Kapoudjian,

Pardoux, Peng, and Quenez (1997) [18]が示したように, reflected BSDE理論を応用することによって解ける

可能性がある. Cvitańıc, Karatzas, and Soner (1998) [9]も制約下の取引戦略について研究している. 彼らのア

イディアは,本論文の確率微分効用の最大化問題に応用できるのではないかと考えられる. 更に, Becherer and

Schweizer (2005) [3]で言及されているとおり,反応拡散系はデフォルトリスクや離散状態で変化するクレジッ

トクオリティを記述することができる. 信用格付けが遷移する複数レジームモデルにおいて,確率微分効用の

基でデフォルタブルな資産への投資戦略について研究することも興味深い.

第 4章では,市場において取引されていないブラウン運動やポアソンジャンプに従うリスクを含む条件付請

求権に対する,効用無差別価格および効用無差別負債について研究した. ここでは,後向確率微分方程式を使用

したアプローチを新たに提案し,条件付請求権の効用無差別価格の計算を行った. その結果,確実性等価を用い

た効用無差別価格式を導出することが出来た. また,線形後向確率微分方程式の随伴過程の性質により,価値関

数が前向確率過程の期待値として表現された. 更に, Malliavin微分を用いることにより数値計算例を提示した.

ここで残された課題として,以下の三点があげられる. まず第一点目は,ここで得られた結論が,経済主体が

指数効用関数に従っているという仮定を前提としていることである. もし, y0
0≥ y0を証明することができれば,

これらの結論を一般化することができる. 具体的な効用関数を仮定し,われわれが得た結論と数値解を比較す

ることは興味深い課題である. 次に第二点目として,本研究で求めた価値関数では富に関する制約が考慮され

ていないことである. 期中の富過程や取引戦略に制約を架した場合について考察することは興味深い. 第三点
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目は,取引できないリスクの変動により,経済主体自身の破綻の可能性が考慮されていないことである. 実際,

取引できないリスクを引き受けている金融機関はヘッジ手段が無いため,常に破綻のリスクにさらされている.

リスクの引き受け手の破綻の可能性を考慮した効用無差別価格がどのように変化するのか,またどのような示

唆を与えるのか研究することは非常に興味深い課題である.

以　上
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