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帰納函数の標準形について

永　島 孝

　帰納函数論において標準形定理は最も重要な定理のひとつである，

Kleeneは原始帰納述語丁πと原始帰納函数Uを定義し，π変数の任

意の帰納函数∫が適当な数βをとって

∫（α4，＿，砺）＝U（μツTπ（θ，α1フ＿，απ，写））

とあらわせることを証明した．このT。，Uは帰納函数を定義する形

式的体系に対してG6de1の算術化の方法を適用して得られたもの

である、実はτη，UがKalm愈［3］の意味で初等的であることが

Bereczkiによって証明されている．さて，Tπ，Uの性質として必要

なことは標準形定理や帰納可算述語の枚挙定理などがなりたつことで

あって，帰納函数の形式的体系の算術化による構成に拘泥する必要は

なかろうと思われる．この立場から考えれば標準形定理をはじめとす

る諸定理がなりたつようにT。とUに相当するなるべく簡単な述語と

函数を何らかの方法で定義するこ・とによって，ひとつの精密化が得ら

れると考えられる．一例として硫zegorczykの函数族60に属する

ようにTηとUの定義を修正することは可能であろう．

　原始帰納函数の全体，初等函数の全体8，函数族80などはいづれ

もいくつかの函数から合成とある種の帰納法（原始帰納法またはこれ

に制限を加えたものなど）とをもちいて得られる函数の集合である．

これに対して，いくつかの初等函数から合成のみによって得られる函

数の集合を考え，TπとUに相当するものをその函数族に属するよう

に定義するのが，われわれの目的である．自然数の加法の＋ッ，減法

劣山Ψ，乗法卿，除法回切，平方根［、／司と定数から有限回の合成に

よって得られる（すなわちexplicitな）函数の全体をガとする．二

の函数族はDiophantos述語の枚挙定理などを得ることを目的として，
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［6］において筆者がはじめて定義したものである．その後，帰納可算

述語はすべてDiop肱ntos述語であることがMatijasevi6によって証

明され，Hilbertの第10問題とHiroseの予想が否定的に解決され

た．ここではMatijasevi6の上記の定理と［6］の結果をもちいる．

函数族」4が極めてせまいものであることからTπやUに相当する函

数または述語を定義するにあたってKlleeneにならって算術化をおこ

なうようなことはほとんど不可能であり，まったく別な方法によらね

ばならない．

　函数sg，min；max，rmなどは」4に属する．つぎに

　　　　　　　」（α，b）＝［（α＋δ）（α＋δ＋1）！2］＋α

と定義される全単射」沸XN→Nはズに属し，その逆函数すなわち

　　　　　　　　K（J（α，ゐ））＝α，L（」（α，ゐ））＝ゐ

をみたすK，Lは［1］，44頁の結果から躍に属する．この」，K，L

を含んでいることが函数族」4のひとつの特徴であって，これによっ

てたとえばひきつづく同種の限定子（quanti且er）を一個に約すことな

どが可能となる．なお，　Grzegorczyk［2］の階層｛8π1π＝0，1，2，．．．｝

との関係については犀は82に含まれるが61には含まれない．以

下，表現函数（representing　function）が」4に属するような述語の

全体をもおなじく4と記す．sg∈燦であるから，述語Pが犀に属す

ることは

　　　　　　　　P（α17．．．，α脆）≡∫（α1，．．．，απ）＝0

をみたす函数∫∈」4が存在することと同値である．さてπ変数の述

語Eが帰納可算であるためには述語P∈イがあって

　　　　　丑（α1，＿，娠）≡ヨ灰∀z≦〃）P（α1，＿，妬，官，～）

とあらわされることが必要十分であると云う定理を筆者はすでに得て

いる（［6］，定理11）が，この定理における限定子（∀2≦穿）は除去で
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きることがわかる．すなわち，Matijasevi乙の定理によって帰納可算

述語はすべてDiophantos述語であるから，［6］の定理3からただち

につぎの定理が得られるのである．

　定理1．述語R（α1，＿，妬）が帰納可算であるための条件は

R（α1，＿，αη）≡≡ヨ＠P（α1，．．．，αη，写）

をみたす述語P∈ズが存在することである．

　Kleeneの述語丁π（［4コ，281頁）は原始帰納的であるから帰納可算

であり，したがって

Tπ（・，α1，＿，砺，ゐ）≡ヨ〃匹（o，の，＿，砺，b，Ψ）

がなりたつように述語yF訴」4（π＝0，1，2，．。．）を定めることができる．

述語丁㍍を

1ゲη（o，α且，＿，απ，b）≡7η（o，α1，＿，αη，K（ゐ），L（δ））

と定義する．

補題1．1玲∈．4（π＝0，1，2，＿）であり，

鞠丁π（・，α17＿，翫，写）≡鞠監（・，α1，．．．，砺，ッ）

がなりたつ．

補題のなりたつことは昭惚の定義から明らかである．補題1こよっ

てKlleeneの枚挙定理からただちにつぎの枚挙定理が得られる．

　定理2．述語丑（α1，＿，砺）が帰納可算であるための条件は

　　　　　　　R（α・，…，απ）≡鞠監（θ，α1，＿，απ，Ψ）

をみたす数8が存在することである．

　定理3．空でない集合0が帰納可算であるための条件は0が」4に

属する函数の値域となることである．

　証明・0を空でない帰納可算集合，gをその一つの元とする．定理

1によって述語P∈」4があって
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　　　　　　　　　　0＝倒勃P（の，Ψ）｝

がなりたつ。そこで

　　　　　∫⑩）一磨（P（奮雛瓢とき》

とおけば∫∈露であり∫の値域は0に一致する．逆はあきらかであ

る．

　この定理によって，たとえば素数の全体，2の羅の全体，Acker－

mannの函数の値域，などを値域とするようなズの函数の存在がわ

かるが，そのような函数の具体的な構成は（定理の証明をたどることに

よって原理的には得られるぺきものであるが）知られていない・つぎに，

η＝0，1，2，．，．のおのおのに対してπ十2変数の述語丁πを

　　　　Tノπ（o，α1，．．．，απ，ゐ）≡｝F：η＋1（o，両，，，．，απ，K（ゐ），L（δ））

と定義する．T’π∈犀であり

　　T’η（o，α1，，．．，αη，δ）≡7π＋1（o，砺，＿，απ，K（ゐ），X．乙（わ），L五（ゐ））

がなりたつ．Kleeneの標準形定理において鑑をT’ηで，UをX

でそれぞれおきかえることができる．すなわち，

　定理4．任意の帰納函数∫に対して数θが定まり，

（1）　　　　ヨ写丁ノη（8，α一，＿，απ，写），

（2）　　　∫（α、，．．，，απ）＝K（鰐丁ノπ（8，α1，…，απ，Ψ））7

（3）　　　T〆π（θ，α1，．．，，απ，ゐ）→K（ゐ）＝∫（α1，…，αη）

がすべてのα1，＿，砺，ゐに対してなりたつ，

　証明，π≧2の揚合も全く同様であるからπ＝1の場合のみを示す．

述語切（∫（の）＝写）は帰納的したがって帰納可算であるから枚挙定理

によって

　　　　　　　　　∫（α）一にヨ響丁2（鍋わゆ，
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がなりたつように8を定める．；補題1から

（4）　　　　　梅）⇒≡鞠％（θ，α，わ，Ψ）

を得る．そこで脆（8，α，∫（α），0）をみたす0をとり4＝」’（∫（α），o）と

おけばT〆1（θ，α，4），ゆえに

（1）．　　　　ヨ〃Tノ・（θμゆ

がなりたつ，つぎに（3）を示す、T’1（θ～α，ゐ）を仮定するとT’1の定義

から｝V2（8，α，K（δ），L（b）），したがって

　　　　　　　　　　　鞠脆（θ，α，K（ゐ），ッ）

が得られる．ゆえに（4）によってバα）＝X（ゐ）である。これで（3）が得

られた．（2）は（1）と（3）からあきらかである．

　定理5．任意の部分帰納函数∫に対して数8が定まり，

（1）　　（α、，＿，απ）∈Dω≡鞠丁’η（θ，α1，．．。，砺，写），

（2）　　∫（α、，．．。，απ）＝X（μ写丁’π（θ，α1，＿，α％，劉）），

（3）　　T’”（θ，α、，．．．，απ，わ）→K（ゐ）望∫（α、，．．．，απ）

がすぺてのα1，＿，砺，ゐに対してなりたつ。

　証明．π＝1の場合のみを示すが％≧2の揚合も全く同様である．

部分帰納函数∫のゲーデル数をθoとすれば

　　　　　　　∫（α）湿δ…ヨ雪（T1（θ0，α，Ψ）〈U（Ψ）＝わ）

であるから述語如（∫（灘）鞠）は帰納可算である．枚挙定理によって

　　　　　　　　　　∫（α）笥i鞠丁2（θ，α，わ，影）

がなりたつようなθをとれば補題1によって

　　　　　　　　　∫（α）幼三ヨ岬2（8，α，ゐ，“）

である。ここでα∈D（∫）≡ヨ妖／（α）盤の）であるから
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妊1）（！）≡ヨの鞠脆（8，α，の，Ψ）

したがってT’1の定義から

α∈1）（∫）≡ヨ雪丁’1（8，α，ツ）

がなりたつ．（2），（3）の証明は定理4の揚合と同様である．

　与えられた初等函数の値域に与えられた数が属するか，と云う形に

あらわし得る間題をKalmゑrは初等間題と名づけている（［3］，6頁）．

これにならって，与えられた数が与えられた函数∫∈犀の値域に属す

るか，と云う問題を考える．帰納的でない帰納可算集合たとえぱ倒

鞠丁・（の，ω，雪）1を値域とするような犀の函数を具体的に構成するこ

とが可能であることから，この問題は決定不能問題であることがわか

る．なお，与えられた∫∈犀が全射であるか，と云う問題の決定不能

性がすでにKurata，Hiraiによって得られている．

　以上に述べた諸結果において函数族誕をよりせまい函数族におき

かえることができるか否かは未解決であるが，すくなくともumfang－

reichな函数（すべての値を無限回とる函数すなわち各点の逆像が無限集合

であるような函数）を含む函数族でなければならないことから，基礎

にとった加減乗除と平方根のうちのいくつかを欠くことは困難であ

ろう．たとえば加法と乗法だけから合成で得られる函数（多項式）は

umfangreichでない．函数族にumfangreichな函数が属していなけ

ればならないことの根拠は，んが原始帰納函数であって任意の帰納函

数∫に対して原始帰納函数gが存在して

∫（α）＝ゐ（岬（9（α，謬）＝0））

がなりたつならばんがumfangreichであると云うMarkovの定理で
ある．

　他のいろいろな函数族とメとの関係については多くの問題が未解

決である．たとえば60の函数でメに含まれないものがあるか否か

は解決寄れていない，
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