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ベイズの手法による分布ラグモデルと季節変動の分析

美　添　泰　人

1　はじめに

　マクロ経済の四半期データの分析で，説明変

数のラグ構造を分析するモデルはきわめて一般

的なものである．ところで，このようなモデル

で，データとして季節変動修正済み系列を用い

ることには，以下に述べるような難点がある．

　センサス局法などの季節変動調整プログラム

では，基本的に移動平均法が用いられているが，

その結果として得られ’る「季節変動調整済み」

の’時点の観測値には，過去の値および将来の

値を何らかの意味で含んだ平均が利用される．

実際の意思決定にあたっては，現在および過去

の観測値にのみもとづき，将来の観測値は利用

できないのだから，このようなデータを利用す

ると，ラグ構造を正しく測定できない可能性が

ある．

　さらに，各系列ごとにその固有の性質を利用

して，曜日の数による修正，特異値の処理など

の各種の調整手段が取られ’，また「オプション」

の設定方法も各種存在するため，系列によって

少しずつ具体的な計算手順には差が出てくる．

その結果，最終的な季節変動修正済み系列を原

系列の加重平均として表現すると，系列毎に違

うウェイトが利用されていることになる．さら

にそのウェイトは時点によっても異なる，すな

わち「可変的」である．

　このようなデータを用いてラグ構造を推定す

ると，その推定結果には歪みが生ずる可能性が

ある．このことは必ずしも正しくないが，単純

’なモデルでは偏りの大きさを評価することがで

きる．しかし，季節変動調整済みの系列を利用

して分析する限り，その偏りの大きさは評価で

きない．したがってこのような問題においては，

原系列を直接に利用し，季節要因は分析者が自

ら処理することが求められる．その際，実際に

季節変動を処理するためには，ダミー変数を利

用することが広く行われている．

　具体的な例として消費関数を考えよう．いま

四半期マクロデータの消費（C）を説明するの

に，実質可処分所得（y），物価上昇率（P）お

よび期待物価上昇率（Pε）を説明変数として用

いる（舟岡［5］のモデルによる）と，季節変動調

整済みのデータでは次のような表現になる．

　　　α＝α＋β｝㌃＋γbP¢＋γ、P野＋z6‘

ここで，期待物価上昇率は，過去の物価上昇率

の分布ラグによって定められると想定しγ、晋
　　　　　ご　
の代わりにΣγ汎一fを用いることにする．こ
　　　　　ゴヨ　
のようなモデルを原系列データであてはめると

きには，次のようになろう．ただし，もう少し

一般的なモデルとして，可処分所得にも分布ラ

グを想定しておく．

　　　　る　　　　　　　　ごユ
　α＝Σδ，D」＋Σβゴ｝㌃一ゴ
　　　’嵩1　　　　　ゴ＝0

　　　　　　　　ニ　
　　　　＋γ。君＋ΣγfP診一f＋碕
　　　　　　　　f≡1
ここで1）1，…，D4

　　　　　酬1篇灘半期

が季節を表すダミー変数である．

（1）

（2）

　なお，実際の分布ラグモデルの推定にあたっ

ては，y｝とハラグの係数には何らかの方法で

滑らかさを仮定することになる．計量経済分析

では，以上のようなダミー変数の利用法が一般

的に利用されているが，この方法では，センサ

ス局法で代表される「季節変動調整プログラ

ム」で用いられているような「可変的」な季節

変動パターンを実現することは不可能である．
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したがって，単なる季節変動ダミーを利用する

モデルでは，季節変動パター・ンを一定と仮定し

た分析しかできないことになる．

　このような状況において，可変的な季節変動

を扱うための一般的な手法を提案することが，

本論文の目的である．基本的な考え方は，季節

変動パターンを表す回帰パラメータに関して，

それが年とともに緩やかに変化するという条件

を，ベイズの手法を利用することによって表現

しようとするものである．一般の回帰モデルの

パラメータの推定に事前情報を利用する方法は，

これ，までにもいろいろな形で利用されてきてい

る．純粋なベイジアンの立場に立つものとして，

初期に提案された分布ラグの推定に関する
Shillerの推定法（Shiller［3］），二項回帰モデノレ

の推定に関する筆者の推定法（美添［7］）など，

実際的な手法としてAkaike［1］などがある．

以上はデータ以外の情報をパラメータに関する

事前分布として表現することを試みており，原

理的にベイジアンの手法を利用するものである．

しかしこれらと類似の手法の中にはベイジアン

の事前分布にもとつかないまま，たとえば

Kitagawa　and　Gersch［2］のように，ある種の

目的関数の最大（最小）化を提案しているものも

ある．

　本稿の手法は，原理的なベイジアンであり，

以上のいくつかとは同様な考え方にもとづいて

いる．

2分布ラグのモデルと季節変動調整

　分布ラグを含むモデルとして，原系列駈，銑

（’＝1，…，2【）に関して次のような回帰式を想

定する．なお誤差項に関する正規性，独立性の

仮定は，議論の本質ではなく，簡単のためであ

る．

　　　　　ご
　　齢＝Σβf銑一f＋π¢，πご～N（0，τ一1）　（3）

　　　　ゴ冒0

　移動平均によって処理されたデータを利用す

るとき，ラグ構造の推定にどのような問題が生

ずるかを見るために，以下のような（2々＋1）項

の移動平均系列鍵，罐を想定しよう．

研　　究

　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ

　鍵＝Σω9（s）齢＋。，罐瓢Σω躍（3）銑＋。
　　　8＝一ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8＝一た

ただし，〃g（s），ωエ（ε）（s＝一尾…，ん）は，弘即

の系列の移動平均において利用される固定した

ウェイトであり，Σz〃“（s）＝1，Σz砺（∫）＝1を

仮定しておく．このとき（3）式から

〃芽一勾画・）（写β概一＋殉

一写β（Σ鞠（s8）銑一の＋（写晦（・）勧→

が得られる．この式と（3）式との比較から明ら

かなように，鍵を灘糞f（芦0，…，1）に回帰して

得られるパラメータの推定値βfが（3）のβ

に対応するためには〃と躍の系列で同じウェ

イトが利用されることが必要である．ところで，

現実のデータ処理においては，各系列ごとに異

なるウェイトが用いられ，したがってωヨとωエ

とは異なるのが普通である．このとき鍵を

灘嵩σ＝0，…，1）に回帰するモデルからは本来

のβfの推定値は得られない．形式的には（3）

の代わりに

　　　　　　　　　ご
　　　　　　〃ナ＝Σβ勘ム＋π才
　　　　　　　　‘＝0

というモデルを用いたとき，βノの最小2乗推

定量βナはβゴの一致推定量ではないというこ

とになる．その漸近バイアスは

か一β→撫［麺五（ω・）z（銑）刈d

［券x‡L（ω・）・（五（晦）一L（既））瓦］β（・）

で与えられる．、詳細は曲論に述べられているが，

類似の議論はラグのない変数局についても成

立するから，実は分布ラグのない一般的なモデ

ルでもバイアスが生じる可能性がある．

　以上の理由から，原系列馳，銑を直接利用す

ることが要求される．したがって，このときに

は季節変動の要因を何らかの手段で除去しなけ

ればならない．季節変動を明示的に処理するた

めには，たとえば四半期データであれば，季節

ダミー変数D、，…，D4を利用することが広く行

われている．具体的には（2）式のD，（ノ＝1，…，

4）を導入して（3）式の代わりに次のような回

帰式が想定される．
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　　　　　　る　　　　　　　　ご
　　　〃，一ΣδゴDゴ＋Σβ轟一ご＋籏　　　（5）
　　　　　5＝1　　　　　歩0

しかし，すでに述べたように，この手法では季

節性Dプを固定することになり，センサス丁丁

などの季節変動調整プログラムで扱うことがで

きる「可変的」な季節変動を処理できない．現

実の経済データでは，年とともに季節変動パタ

ーンは変化してきているから，結局単純なダミ

ー変数の利用によっては不十分な分析しかでき

ないことになる．

3　可変的季節変動のモデル

　以下では，表現を簡単にするためにデータと

しては四半期データのみを想定しておく．もち

ろん，月次データでも季節変動を扱う際の本質

的な問題には変わりがない．

　まず，可変的な季節変動の影響を処理するた

めに（5）式を一般化して

　　　　よ　　　　　　　　ク
〃‘一δ診＋Σβf銑一ゴ＋Σγ，zゴ∫＋観，

　　　　ゴ＝0　　　　　　　’扉1

　　z向～1＞（0，τ一1）　　　　　　　　　　　　　　（6）

と表すことを考える．ただし勧（ノ＝1，…，ρ）

は銑以外の説明変数を表し，定数項を含める

ときにはg1を定数項とみなすことにする．こ

の場合，第1項の係数δ‘は毎期変化すること

になり時間とともに変化する要因を表現できる

が，当然ながらこのようなパラメータによって

表現されたモデルは識別できない．

　しかし，一般的な経済における経験によれ’ぱ，

同じ四半期に対応するδ＃は年とともに次第に

変化して行くが，その変化は緩やかなものであ

る．このような情報は（6）式のモデルの下にお

ける観測値には明示的には含まれていない．一

方，異なる四半期に対応する＆に関しては，そ

れほど明確な情報を仮定しなくても，その構造

は観測値の持つ情報から十分に推定できるもの

である．

　以上のような，ある構造が緩やかに変化する

という情報は，ベイジアンの立場に立てば事前

分布として自然に表現することができる．その

際に利用する基本的な考え方は美添［6］に示し

たもので，その考え方を拡張したひとつρ応用
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例が美添［7］にある．

　いまの問題ではδfに関する条件は，季節変

動パターンが年とともに緩やかに変化するとい

うことだけであり，各四半期における季節変動

の大きさにはほとんど制約がない．このような

事前情報は，δ‘の4期の差分∠㈹δ¢＝δ一δ‘一4

についての事前分布で

　　　∠（、｝δ、＝δ，一δ，．、～N（0，（θ。τ）一1），

　　　　　　　’＝5，・。・，T　　　　　　　　　　　　　（7）

と表現するのが適当であろう。ここで〃。はδ‘

の変化の緩やかさを表すパラメータであって，

その大きさは次のように解釈できる．まず〃。

→。。のときはδ一δ‘一4＝0，すなわち各四半期

における係数が等しくなり，通常のダミー変数

を利用する場合と一致する．一方働→0のと

きは係数になんら制約を課さないモデルとなり，

極限の場合には識別不可能なモデルである（6）

式は推定できない．以上の中間のときが，季節

変動調整における病変的な季節変動パターンに

対応して，滑らかに変化する季節性を表してい

る．

　なお（7）式ではδかに関する1次の差分

、4ω＆が0に近いことを表しており，したがっ

て〃。→Ooのときδ‘は各四半期ごとに等しく

なる．これを一般化して∠ω＆の2次あるいは

3次の差分の平均を0とする事前分布，たとえ

ば

　∠a、δ，一δ一2δ、．、＋δ、．、～N（0，（〃。τ）一1）’

や、4a》δ‘～N（0，（蟹）一1）などを想定すること

は容易である．この場合には，〃。→OQのとき

各四半期ごとのδ‘は直線あるいは2次式で表

されるトレンドを持つことになる．しかし，こ

れまでの経験によると，Oo→。oとする（実際に

は大きな値の衡を用いる）必要はほとんどない．

したがって，このような事前分布を想定するこ

とは容易ではあるが，実用上は大きな差は生じ

ないであろう．

4パラメータの推定法

すでに述べたように，分布ラグを含むモデル

を実際に推定するには，何らかの手法によって

ラグ構造βゴ（ゴ＝0，…，1）に関する滑らかさを表
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現しなければならない．これは経済理論の自然

な帰結であるのと同時に，多重共線性の問題を

回避するためにも必要な情報である．季節変動

パターンの緩やかな変化を表現するためにベイ

ズの手法を用いたので，これと整合的に，ラグ

構造の分析にもシラー・ラグの推定法を利用す

ることが自然であると考えられる．

　具体的には次のような手法を用いる．すなわ

ち，βfに関する事前分布としてその低い次数の

差分が0に近いということを，滑らかさのパラ

メータ。、を用いて∠βゴ～N（0，（01τ）一1）あるい

は∠2βご～N（0，（”、τ）一1）などによって表現する．

いずれもび、→。。のとき，ラグ構造の係数βご

がゴに関する1次関数または2次関数で表され

ることを示している．シラー・ラグでは，局所

的にβfが1次または2次の多項式で表現でき

ることを仮定しているが，大域的には制約を課

していない．したがって，ラグの係数βごがゴ＝

0，…，1の範囲で1次または2次の多項式で近

似できるいう（大域的な）仮定とは違って，局所

的に低次の多項式で表現され，ること，レたがっ

て大域的には滑らかな（任意の）関数を表現する

ことが可能となっている．この仮定は

　　βf＝6b＋θ【ゴ＋…＋θ4ゴd＋εゴ，　εf～N　　（8）

とするような多項式の近似とは考え方が異なる．

特にεを無視したとき，すなわちvar（ε）＝0の

ときには，この仮定でもShillerの仮定でも，

以前よく利用されたアーモン・ラグのモデルと

一致する．しかし，（8）式のような事前分布の

表現によっては局所的な滑らかさは表現できな

い．したがって，廣松・藤原［4］などのシラ

ー・ラグの解釈は，ベイジアンの有効性を評価

したものとはいえない．アーモン・ラグを含め

て，一般的な分布ラグに関するベイジアンの解

釈については美添［6］を参照されたい．

　ここでも

∠rβfニβゴーβゴ＿、～1＞（0，（zノ、z・）一1），　ゴ＝1，…，1

という仮定をおくことにする．もちろん，2次

以上の差分を用いることも可能である．

　以上の仮定のもとでβ，γ，δおよびτの事後

分布は容易に求められる（詳細は付論を参照の

こと）．表現を容易にするため，’＝1，…，丁期

の観測値についての（6）式のモデルを，行列表

示で

　　　〃＝δ＋Xβ＋Zγ＋π≡　ワ晦＋z6

と表す．ここで〃瓢（〃∂はT×1のベクトル，

X＝（銑，…，面一‘）はT×（1＋1）のラグ付き

データの行列，Zニ（る’‘）はT×ρの説明変数

行列，δ，β，γはそれぞれT，（1＋1），ρ次元の

パラメータベクトル，％は丁次元の誤差項の

ベクトルである．また，確は1T，X，Zを横に

並べたT×（T十1十1＋ρ）行列，αはδ，β，γ

を一列に並べた（T十1十1十ρ）次元のベクト

ルである．さらに，パラメータに関する情報を

事前分布によって表現するために，次のように

（T－4）xT次元の行列R。および1×（1＋1）

次元の行列R、を導入する．

　
　
一

〇
ー
ム
0
　
　
0

　
一1

0
0
　
　

1
⊥

「0
0
0
　
・

0
0
1

0
1
0

1
0
0

一
　
　
＝

　
　
鳥

一　　　
　
1

　
　
　
　
一

・
　
。
　
・
　
・
　
－
↓

0
0
1
　

・

　
　
一
．

n
U
1
1

　
一－

↓
1
0

一－
↓
0
0

一
　
　
≒

　
　
1

il…1》

　このとき，季節変動要因｛δ診＋。｝（ε＝0，±4，

…）が年とともに緩やかに変化するという情報

は，事前分布

　　　ρ（δ1・）㏄・x・［一癖脇・］

によって，また，ラグ構造β痘＝0，…，1）が滑

らかな変化をするという情報は，事前分布

　　　・（β・・）㏄・xp［一篇R即］

によって表現される．付論に対応させるために，

さらに次のような記号を導入する．

£一
i絃1＞σ一（1）

　以上の仮定と付論の議論からαおよびτの

事後分布は次のような形で与えられる．

　　　　α1τ，〃～1＞（α，τ一1（YX）一1）

　　　　ただし　α＝（X7X）一1x7ず



および
　ρ（τ1〃）㏄τ（T一ρ一5｝12θ一Sτノ2

　ただし　Sコg’（1－X（X’X）一1X’）ず

すなわち（α，τ）の事後分布は「正規・ガンマ分

布」である．特にτの事後モードはS／（T一ρ

一5）であり，その精度は近似的に

　　　一募1・9ρ（・1〃）一壱（T一ρ一・）

で与えられ，る．これはTが十分大きく，事後

分布が正規分布で近似できるときには，分散の

逆数にほぼ等しくなる尺度である．以上の結果

にもとづいて，季節変動の時間的な変化と，ラ

グ構造とを同時に推定することが容易に行える．
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　　　　　　　　　　　δとこれらを一列に並べたαなどを前と同様に

5消費関数の推定と今後の課題

　前節のモデルを，日本経済のマクロ消費関数

の推定に適用してみよう．原系列データでの基

本的なモデルは，すでに述べた（1）式であるが，

季節変動δ‘に緩やかな変化を想定する．すな

わち，前節のように

　　　　　　　ご　　　　　　　　　　ご　
　　α＝δ‘＋Σβf｝㌃一汁ΣγfP卜汁観　（9）
　　　　　　　ガ≡O　　　　　　　f＝0

とする．このモデルは，前節で扱ったモデルと

ほとんど同じであり，違う点は2つの変数に分

布ラグが用いられている点だけである．定数項

を明示的に含めてもいいが，（9）では＆がその

代わりになるので不要である．パラメータに関

する情報は次のように表される．

　　δ‘一δ‘＿4～ハr（0，（θbτ）一1）　　’＝5，…　，2【

　　βご一βご＿、～N（0，（z；、τ）一1）　ゴ＝1，…，　み

　　γゴーγf＿1～1＞（0，（”2τ）一1）　　ゴ＝2，…　，　！』

ここでは，以上の情報は独立として扱っている．

またPはPεと異なる独立変数だからγoには

何の制約もない．したがってγの添字は2か

ら♂2まで変化する．前節の議論と対応させる

ためには，前節のRo，R、（ここではム×仏＋1）

次元とする）に加えて，第1列がゼロベクトル

で，残りの成分がR1とおなじ形の（12－1）×伍

＋1）次元の行列R2を導入する．またデータの

行列X（T×1、次元），P（T×12次元）と，単位

行列1（丁次元）およびこれらを横に並べた行

列W＝（IXP），パラメータのベクトルβ，γ，

定義すると，以上の情報は次のように表される．

〃一一
i1）…一・

　　π～遅（0，τ一11T）

（研㌦㌦）（i）

　　　　　　　≡1～。～1V（0，τ「11・．・、＋・，．・）

　この形は前節のモデルと同様であり，これま

での議論に従って事後分布を導くことができる．

実際には。。，o、，”2を変化させることによって，

可変的な季節変動を処理しながら消費関数の推

定が行える．

　いくつかのモデルを推定したうちから，回帰

式（9）に前期の消費C一、を説明変数に加えた

　　　　　　　　ご　　　　　　　　　　ご　
α一δ‘＋αC一、＋Σβご｝喬一f＋ΣγゴP飼＋暁（10）

　　　　　　　　　　　　　‘＝O　　　　　　　　f屋0

について，41＝読＝0，11ニあ＝3として，防＝の＝

0．2，2．0，20の場合に玩＝0．02，2。0，200と変化さ

せたときの推定結果を表1に示す．この計算は

IBM　PCで1GAUSS．を利用して行なったが，1

本の回帰式の分析に要する処理時間は3秒弱で

あり，ここで提案されている計算方法が十分実

用になることを示している．表の数値は事後分

布のモードであり，その下のかっこ内の数値は

事後分布の標準偏差である．あてはまりを評価

するためにR＝corr（C，　C）と残差の標準偏差

ε，および残差から計算された1次の自己相関

係数ρもあわせて示されている．

　推定に用いたデータの期間は1967年第2四

半期から1990年第1四半期までの23年間，T

＝92のサイズであり，Cとyは1985年価格，

1兆円単位の最終消費支出（実質）と可処分所得

（名目を民間最終消費支出のデフレータで割っ

たもの），またPはこのデフレータから計算さ

れた対前期伸び率（パーセント）である．＆に

ついての数値はこの表には含めていないが，〃、

＝θ2＝2．0のケースについてのみ図1から図3

に示しておいた．

この結果から恥＝200程度でほぼ完全に一定の
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表1ベイジアンの手法による消費関数の推定結果

oF〃2；0．2 θ1＝02ニ2．0 〃1＝〃2＝20

ao 0．02 2．0 200 0．02 2．0 200 0．02 2．0 200

α

βo

β

β2

β3

γ1

γ2

γ3

γ4

0．7383　　　　　　0．8659　　　　　　0．8520

（0．0023）　　　　（0．0444）　　　　（0．0526）

一〇．3130　　　　－0．2321　　　　－0．2278
（0．0013）　　　　　（0．0349）　　　　　（0．0488）

0．1058　　　　　　0．1673　　　　　　0．1897

（0．0010）　　　　　（0．0304）　　　　　（0．0313）

0．0569　　　　－0．0238　　　　－0．0483
（0．0009）　　　　（0．0333）　　　　（0，0342）

0．0316　　　　－0．0526　　　　－0．0922
（0．0008）　　　　（0．0299）　　　　（0．0315）

0．0375　　　　　　0．0242　　　　－0．0229
（0．0010）　　　　（0．0297）　　　　（0．0290）

0．0417　　　　　0．0861　　　　　0．1388
（0．0010）　　　　（0．0352）　　　　（0．0516）

0．0153　　　　　　0．0214　　　　－0．0044

（0．0008）　　　　（0．0358）　　　　（0．0531）

一〇．0356　　　　－0．0623　　　　－0．1147
（0．0007）　　　　（0．0341）　　　　（0．0519）

一〇．0535　　　　－0．0391　　　　－0．0159
（0．0009）　　　　（0．0345）　　　　（0．0542）

0．6976
（0．0023）

一〇．2911
（0．0012）

0．0682
（0．0005）

0。0674
（0．0005）

0．0669
（0．0005）

0．0669
（0．0005）

一〇。0171
（0．0005）

一〇．0178
（0．0005）

一〇．0191
（0．0005）

一〇．0197
（OrOOO5）

0．8624
（0．0443）

一〇．2382
（0．0344）

0．1557
（0．0291）

一〇．0131
（0．0305）

一〇。0433
（0◎0275）

0．0188
（0．0282）

0．0841
（0．0335）

0．0236
（0。0324）

一〇．0586
（0．0308）

一〇．0416
（0．0327）

0．8494
（0．0480）

一〇．2291
（0．0487）

0．1867
（0．0306）

0．0480
（0．0333）

一〇．0877
（0．0307）

一〇．0221
（0．0284）

0．1301
（0．0499）

一〇．0008
（0．0547）

一〇．1046
（0．0486）

一〇．0231
（0．0521）

0．6966　　　　　　0．8494　　　　　　0．8316

（0．0023）　　　　（0．0837）　　　　　（0，0570）

一〇．2904　　　　－0．2524　　　　－0．2408
（0．0012）　　　　（0．0344）　　　　（Q．0538）

0．0676　　　　　　0．0501　　　　　　0．0900

（0．0005）　　　　（0．0154）　　　　（0．0210）

0。0676　　　　　0．0318　　　　　0．0449
（0．0005）　　　　（0，0131）　　　　（0．0189）

0．0676　　　　　　0．0235　　　　　　0．0052

（0．0005）　　　　（0．0126）　　　　（0．0179）

0．0676　　　　　　0。0238　　　　－0．0033
（0．0005）　　　　（0．0147）　　　　（0．0199）

一〇．0187　　　　　　0．0144　　　　　　0．0227

（0．0005）　　　　（0．0185）　　　　（0．0303）

一〇．0187　　　　　0．0045　　　　　0．0016
（0．0005）　　　　（0．0163）　　　　　（0，0263）

一〇．0187　　　　－0．0101　　　　－0．0225
（0．0005）　　　　（0．0159）　　　　（0．0260）

一〇．0187　　　　－0．0144　　　　－0．0253

（0．0005）　　　　（0．0179）　　　　（0．0304）

R　　　　　　1．00000　　　　　0．99973　　　　　0．99911　　　　　1．00000

s　　　　　　O．00026　　　　　0．23835　　　　　0．43625　　　　　0．00027

ρ一〇．25504－0．102290．00625－0．18656

0．99973

0．23846

－0．09833

0．99910

0．43649

0．01052

1，00000　　　　　0．99967　　　　　0．99886

0．00028　　　　　0．26382　　　　　0．49262

－0．18440　　　－0．04856　　　　　0．07270

Σβ　　　02318

Σγ　　一〇〇321

01151

00061

01229　　　　　　0．2694

0．0038　　　　－00737

01181

0．0075

0．1249　　　　　　0．2704　　　　　　0．1292　　　　　　0．1368

00016　　　　－0．0748　　　　－0．0056　　　　－0．0235

注：　あ＝擁霜0のケース．推定期間は1967年第1四半期から1990年第1四半期まで．

　　数値は事後分布のモード，（）内は事後分布の標準偏差。δ、の値は省略．

　　RはCとeとの相関係数．5は残差の標準偏差．ρは残差の1次の自己相関係数．

　　Σβは魚からβ3までの和．Σγはγ、からγ4までの和．

季節変動に対応していること，Oo＝0．02程度で

はまだ緩やかな変化は十分実現されていないこ

となどが読みとれる．当然のことながら，η。が

小さいときにはRはほとんど1に近くなり，s

は極めて小さくなるから，事後分布の標準偏差

もまた小さくなっている．しかし，これは必ず

しもモデルのよさを表しているわけではない．

　＆の変化の程度から判断するとσ。早2の付

近の結果が適当と考えられるが，o、，02の変化

に対応するyとPのラグ係数に関しても同様

な動きが見ら．れる．たとえば防＝02＝20のと

きにはβb」…＝β3およびγ、＝…ニγ4が成り立

っている．すなやち∠βf＝0，4γFOがほぼ満

たされ’ており，分布ラグの代わりに説明変数と

してΣfy｝一ノ4およびΣ温一ノ4を用いた分析

と数値的に一致している．また01＝〃2＝2のと

きにはまだ∠βf＝0などが近似的に満たされて

いるが，〃、＝02＝0．2程度に小さくなるとβ∫，γf

ともに緩やかな変化を示している．

　ところで舟岡［5］では，説明変数の符号条件

としてPが負，Pθが正の影響を与えることが

指摘されている．実際，第一次石油危機の時期

における彼の推計でもこれらの条件が成り立っ

ている．．

表1の最後の2行はγと1）‘の効果をみるた

めに，分布ラグの係数の和を示したものである．
　　る
特にΣγ診の符号が場合によって違っているこ
　　ガコ　

とが観察される．この表の中では，ある程度の

滑らかな分布ラグを示す恥＝o、＝〃2＝2．0の場

合が，符号条件も満たしており，一応もっとも

らしい結果と言えよう．

　以上のようなベイジアンの手法を用いないと

きには，アーモン・ラグのような多項式の分布

ラグと，季節ダミー変数を利用することになる．

そのような標準的なプログラムも多数存在して

いるが，ここでは表1の式を計算したものと同
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一のプログラムで，滑らかさのパラメータ〃。，

o、，〃、を変化さぜた場合を表2に示す．表の左

側の3列の結果は，多項式分布ラグと季節ダミ

ーを利用した最小2乗法の結果と数値的に小数

点以下第3位まで一致した．またパラメータの

事後分布の標準偏差は，最小2乗推定量の標準

誤差に一致している．

　一番左のあrあ＝0，00＝200，θ1＝毎＝1000の

ケースではβごにわずかな違いがあるがγゴは完

全に等しくなっている．また，2列目は必＝雄

80 84 88 年

一1すなわち1次式の分布ラグであるが，この

数値について1階の階差を取ると∠β戸0。0560

（ゴ＝0，1，2），∠『γ1＝0．0728，∠1γ2＝∠7γ3ニ0．0729と

なり，わずかな誤差はあるものの両方ともたし

かに1次式の関係になっている．3列目（およ

び5列目）は41＝∂』＝2で，このケースについ

ては3階の差分を表に記してあるが，それによ

るとほぼ正確に2次式の関係にあることが確か

められる．

　表の右側の2列は〃の変化が事後分布にど
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図3　＆の変化　ρ。＝200，ひ、ニひ2＝2
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表2強い制約条件の下での推定結果

恥 200　　　　　　　　　　200　　　　　　　　　　200 200　　　　　2．0

4f

h‘

0　　　　　　1　　　　　　2

P000　　　　　　　　1000　　　　　　　1000

0　　　　　　2

T00　　　　1000

α

γo

βo

β

β2

3β

γ1

γ2

γ3

γ4

　0．8362
（0．0626）

一〇．2395
（0．0595）

　0．0329
（0．0130）

　0．0329
（0．0130）

　0．0328
（0．0130）

　0．0328
、（0．0030）

一〇．0078
（0．0244）

一〇．0078
（0．0244）

一〇．0078
（0．0244）

一〇．0078
（0．0244）

　0．8078
（0．0555）

一〇．2562
（0．0526）

　0．1236
（0．0239）

　0．0676
（0．0137）

　0．0116
（0．0130）

一〇．0444
（0．0227）

　0．1034
（0．0455）

　0．0306
（0．0253）

一〇．0423
（0．0253）

一〇．1152
（0．0455）

　0．8627
（0．0538）

一〇．2286
（0．0496）

　0．1741
（0．0295）

一〇．0012
（0．0261）

一〇．0594

（0．0263）

一〇．0007
（0．0278）

　0．1477
（0．0529）

一〇．0181

（0．0385）

一〇．0817

（0．0382）

一〇．0431

（0．0542）

　0．8362
（0．0626）

一〇．2395
（0．0595）

　0．0330
（0．0131）

　0．0329
（0．0130）

　0．0328
（0．0130）

　0．0327
（0．0131）

一〇．0077
（0．0244）

一〇．0078
（0．0244）

一〇．0078
（0．0244）

一〇．0078
（0．0244）

　0．8631
（0．0444）

一〇．2304
（0．0349）

　0．1710
（0．0299）

一〇．0177
（0．0231）

一〇．0650
（0．0219）

　0．0292
（0．0292）

　0，0921
（0．0344）

　0．0001
（0．0249）

一〇．0448
（0．0231）

一〇，0429
（0．0336）

R
s

ρ

0．99860

0．54708

0．07200

0．99892

0．48037

0．02303

　0．99906

　0．44816

－0．02397

0．99860

0．54594

0．07207

　0．99973

　0．23924

－0．10506

β
γ

Σ
Σ

　0．1314

－0．0312

　0．1584

－0．0235

0．1128

0．0048

　0．1314

－0．0311

0．1175

0．0045

∠3β

43γ

0．0000

0．0002

一〇．0001

　0．0003

注　指定期間および記号については表1を参照のこと，

　　鵡および〃‘はゴ冨1，2について共通の条件を表している．
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の程度の影響を与えるかを見るためのものであ

る．01＝”2を1000から500に小さくしてみても

4fニ4』＝0のときにはβらγゴともにそれほど大

きな変化はないこと，一方島二4』＝2のときに

”o＝2とした場合にはやや違いが大きいことな

どが読みとれる．後者の場合にはδ診の動きも

可変的になるが，その変化は図2と類似のもの

なので図は省略する．先に述べた符号条件を考

えると，この表の中ではyおよび、P¢として2

次式を利用したものだけが採用できることにな

ろう．

　以上の表は，簡単のためにラグの短いものの

みを記したが，ラグが長くなるとアーモン・ラ

グでは多項式の次数を高くしないと回帰式のあ

てはまりが悪くなるという傾向がある．ところ

がそのときにはPθの符号条件が満たされなく

なってしまうことが多いし，分布ラグのパター

ンも正負が大きく変動して解釈が難しくなる．

一方，シラー・ラグの方法によれば，ラグが長

くても滑らかに変化するパターンを実現できる

ので，解釈も符号条件の確認も容易に行える．

また，季節変動パターンの緩やかな変化を実現

する．ために類似の滑らかさの母数ηoを利用し

ているのだから，方法的にも自由度の高いシラ

ー・ 宴Oを利用するのが自然であろう．

　これまでに述べた手法は，もう少し違うモデ

ルにも適用することができる．たとえば

　　　　る　　　　ゴ　　　　　　　　　　ク
　〃‘一Σ1）5（Σβf，轟一f）＋Σγノ珈＋勧　（11）

　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　5＝1　　　　　　　ゴ＝0

のように鋤の係数が季節によって異なるモデ

ルも考えられるが，この場合にも上記の方法を

拡張して，各季節の係数が年とともに次第に変

化するモデルを表現することも可能である．

6付論
6．1漸近バイアスの導出

　ここでは（4）式を導くために，まず次のよう

に記号を定義する．X＋は（T十2ん）×（1＋1）次

元の行列であり，これは元の説明変数行列X

を前後にそれぞれ々期ずつ拡張したものであ

る．同様に〃＋も〃を前後に拡張した（T

十2々）次元のベクトルとする．また鞠，z砺を
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それぞれz〃“（s），翫（s）を並べた（2々＋1）次元

のベクトルとする．さらに任意の（2々＋1）次

元のウェイトベクトルωに対して，ωの後に

T＋1個の0を並べた行ベクトルを巡回的に横

にくり返し並べたTX（T十2ん十1）の行列を

L（ω）と定義する．すなわち五（ω）を

（ω覗z〃哨＋1　…　　ωゐ　0　…　00　ω＿ゐ　zo＿ぬ＋1…　　ω塵　…　00　　…　　　O　zo＿ぬω＿盈＋1…ωん）

とする．このとき移動平均のベクトルは，たと

えば〃＊二五（ω“）〃＋と表すことができる．同様

に，移動平均を施した後のラグ付き説明変数の

行列もX＊＝L（ω躍）X．と書ける．以上から

（3）式は〃＝Xβ＋πと表されるが，この式は拡

大された期間でも成立するから〃＋，X←などで

置き換えてもいい．ここで〃の移動平均を取

ると

　〃＊＝乙（zσ〃）〃＋＝L（ω3）X＋β＋L（鞠）π＋

を得る．いま〃＊をX＊に最小2乗法で回帰し

てβ＊を求めると，T→。。のとき

　　　÷（L（既）x＋）z（ω〃）脇→o

が成立するという条件の下で

　β＊＝（X＊’X＊）一1X＊’〃＊

　　＝（X＊’X＊）一1X‡ム（ωシ）’

　　　　　［L（ωシ）X＋β＋L（晦）π＋］

　　　→［叔L（銑）z（銑）刈『1

　　　　　［｝x4L（ω・）z（晦）刈β

となる．したがって漸近バイアスは

か一β→穐［÷濫L（翫）z（既）刈4

［｝）・L（既）・（L（晦）一L（既））＆］β

で与えられる．

6．2確率的線形制約のベイズ理論

　ここでは線形回帰モデル〃＝Xβ＋πにおい

て，回帰係数βに線形の制約条件が確率的に与

えられたときの，一般的な結果を記しておく．

モデルにおいて〃およびπは丁次元のベクト

＼



106 経　　済　　研　　究

ル，XはT×ρの行列，βはρ次元のベクトル

とする．誤差項の分布としては正規分布π～1＞

（0，τ一11）を想定する．ここで条件γ一Rβ霜0

が確率的に成立する，すなわち事前情報がγ

一Rβ～N（0，（τγ）一1）という事前分布で与えら

れる場合を想定する．ただしナおよびRはそ

れぞれん次元の定数ベクトノレおよび々xρ次元

の定数行列であり，yは（んxん）次元の既知

の精度行列（分散行列の逆行列）とする．βにつ

いてはこれ以外の情報がないとすると，厳密な

議論としては（ρ一旬次元の追加的なパラメー

タω1～N（0，11のを導入し，これと々次元のz〃2

＝7－Rβからβの事前分布へ変換することに

よって「真の」事前分布（やroper　prior　distribu・

tion）を定義し，事後分布を導いた後にルf→。。

とすれば，improper　prior　distributionによる

困難を避けることができる．しかし，いまの問

題においては初めからM→○○として

・（β1・）㏄・多・x・｛一青（・一Rβ）’y（・一Rβ）｝

としても困難は生じないことが確かめられる．

さらにτに関しては，一般的にはガンマ分布を

想定するが，ここでは勘の分布に情報のない

分布（non－info㎜atiマe　prior　distribution）を用

いるのと同じく，簡単のため

　　　　　　　　ρ（τ）㏄τ一1

というimproper　priorを想定する．もちろん，

一般のガンマ分布を仮定しても，基本的な結論

は同じ議論で導かれる．

　この事前分布と，次の尤度関数

　1）（〃1β，τ）

　　㏄♂・・xp｛一青（〃一溺）’（・一溜）｝

から事後分布を求めることができるが，その導

出は次のような工夫をすると，さらに容易になる．

ρ（β，τ1〃）俣…一・x・｛一二［（〃一瑠）’

　　　　　（〃一xβ）＋風・一Rβ）7（・一Rβ）］｝

　　　　　一…岬…p｛一青（9－Xβ）・

　　　　　　（ρ一綱

ただし

文一（振＞9一（畜）

は，それぞれ拡大された（T十ん）×ρ次元の行

列と（T田々）次元のベクトルであり，σは

ぴσニ7となるような行列とする．このとき

上式のexpの中は通常の回帰モデルの分解と

全く同じ形となり，

（9－xβ）’（9－Xβ）＝（β一∂）’X〆X（β一∂）

　十ず’｛1－X（X’X）一1X｝ρ

と表される．ここでδ＝（X’X）一1X筆であり，1

は拡大された（T十々）次元の単位行列である．

　結局β，τの事後分布は「正規・ガンマ分布」

となる．すなわちτが与えられたときのβの

事後分布は，正規分布
　　　　β1τ，〃ん1V（δ，τ一1（X’X）一1）

であり，τの事後分布はガンマ分布

　　　ρ（τ1．〃）㏄・一聯・・｛一号・｝

となる．ただしSニガ（1－X（X’X）一1X）9

とする．周知のように，このときのβの事後分

布は’分布となる．
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