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1．はじめに

　ローレンツ曲線は累積シェアをグラフ化した

簡単な図法であって，不平等度や集中度を比較

する際に広く利用されている．ローレンツ曲線

の面積と関係のあるジニ係数もまた不平等尺度

としてよく使われる．これらは，データに見ら

れる不平等度といった側面の比較計測だけに用

いられる特殊な方法とみなされがちであるが，

標準偏差や変動係数と同様，データの広がりを

比較計測する方法でもあるという点に変わりは

ない．

　本稿は後者の視点からの論考であり，その要

点は次の二つからなる．第一点は，ローレンツ

曲線とジニ係数の考え方を2変数データに適用

すると，一連の弾力性計測法が得られるという

事実を指摘することである．第二点は，それ，ら

の弾力性計測法はすべて，操作変数法で直線を

あてはめて平均まわりの弾力性を計測する方法

になるという推定法からの根拠を与えることで

ある．

　ローレンツ曲線が累積シェアという測定単位

に関係しない量に基づく図法であることから，

それが弾力性概念と関連するであろうという予

想がたつ．実際，弾力性概念とローレンツ曲線

の順序付け（ローレンツ順序）との一般的な関係

は，Jakobsson（1976），　Kakwani（1977b）によ

って示されている．しかし，その関係は定性的

であるがために，弾力性の計測法とは結びつけ

にくいという難点がある．ところが，1次式の

場合の弾力性に限定すると，弾力性の計測法と

操作変数法とが直接結びつく．これが本稿の主

張である．直線のあてはめの方にウエイトをお

いて，次のように言ってもよい．累積シェアの

曲線から操作変数法の一つのクラスが導出され

る．

　本稿の構成は次のとおりである，2変数デー

タには，ローレンツ曲線を含めて，累積シェア

の曲線が3種類ある．この3つの集中曲線が本

稿における考察のフレイムワークになる．実証

研究では，その区別があまり意識されず，とき

に混同されていることもある．そこで，第2節

では，集中曲線について少し詳しく説明する．

第3節は，弾力性の計測法の図解であり，集中

曲線を組み合わせた図を用いてそのことを指摘

する．第4節では，ジニ係数等の集中指数を共

分散形式の式で表現する．この結果を踏まえて，

第3節で指摘した方法が操作変数法で直線をあ

てはめたときの平均まわりの弾力性になってい

るという結果を示す．それが第5節である．

2．集中曲線（累積シェアの曲線）

　本稿では，灘を正の説明変数，〃を正の被説

明変数として，直線シニα＋β必をあてはめる方

法を念頭においている．具体的には租税関数

⑰：所得，〃：税負担額）やエンゲル関数（置：

消費支出または可処分所得，〃：特定の支出費

目）を考えればよい．

　正の2変数銑〃のデータを（銑，3／f）ゴ＝1，

…，πとし，その平均を（詔，シ）で表す．本稿で

は一貫して，必のデータは昇順に並べられてい

るとする．すなわち，0〈銑≦娩≦…≦銑≦…

≦蜘である．もちろん，〃の方は昇順になると

は限らない．

　変数即の順序に従ったとき，このデータの累

積シェアには次の3つがある：

砿＝客卜Σ攣，肱＝Σ攣，
　　　　　　　　　η∬　　　　　　　　　　　　　　　η〃
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　　　　　　　　　　　々＝0，1，…，η．

ただし，伍二％＝既＝0とする．仏は度数の

累積シェア（累積相対度数），砿は昇順の変数

躍の累積シェア，そして凧は変数認を昇順に

したときの変数〃の累積シェアであって，仏

＝脇＝肱二1である．この3つの累積シェア
に対して，3つのペア｛乙私，レん｝，｛σゐ，肱｝，｛砿，

夙｝の組合せがある．この3つを図示すると，

（σ海，y瓦）からローレンツ曲線，（σ盈，凧）から

集中曲線，（y箆，凧）から比率曲線といった広

義の集中曲線が得られる1》．以下，この3種類

の曲線について説明する．

ローレンツ曲線

　直交座標で

『η十1個の点（伍，砿），ん＝0，1，…，ηを順次

　直線補完した曲線』

が変数認のローレンツ曲線五τである（図1（a）

参照2》）．

　玩耳％一〇，仏＝脇＝1により，ヒのし。は

点（0，0）と点（1，1）を結ぶ曲線であることが直

ちにわかる．また，L躍の各線分の傾きが

　　　　詮≡詮三i一争夙…，・

であることから，データ轟が昇順である点に

注意すれば，L躍は下に凸で単調増加の折れ線

であることがわかる．さらに，その傾きは，平

均より低い階層に対応する部分では1より小さ

く，平均より高い階層部分では1より大きいこ

ともわかる．そして，銑＝…＝：翫のとき，σ彪

＝砿＝創η，た＝o，…，ηとなるので，よく知ら

れているとおり，点（0，0）と点（1，1）を結ぶ45

度線は完全均等線を表す．ローレンツ曲線を上

からの累積シェアとして捉えることもできる．

この場合のローレンツ曲線は

『点（1一仏，1一％），々＝％，η一1，…，0を順次

　直線補完した曲線』

となる．このローレンツ曲線は，先のローレン

ツ曲線を点（0．5，0．5）を中心にして180度回転

したものにほかならず，単調増加で上に凸であ

る．

　ローレンツ曲線による不平等度や集中度の比

較は，各ん；1，…ηにおける累積シェア砿が
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小さいほど不平等度は大きい，すなわち，完全

均等線の45度線からの隔たりが大きいほど不

平等度は大きいという基準でなされる．図形的

にいえば，図1（a）における凸レンズ状の部分

が厚くふくらむほど不平等度は大きいという基

準である3）．

ローレンツ曲線を提案したLorenz（1905）で既

に指摘されているとおり，ローレンツ曲線が交

差するケースについては不平等比較ができない

という意味で，ローレンツ順序は半順序である．

　凸レンズ状の部分がふくらむほど不平等度が

大きいという基準に従えば，その部分の面積を

不平等度や集中度の指標とする方式が自然に導

かれる．それがジニ係数傷である．ジニ係数

を，完全均等線とローレンツ曲線とに囲まれた

弓形の面積の2倍と定義してもさしっかえない．

なお，ジニ係数等の集中指数の表現式について

は第4節で述べる．

　完全均等線とローレンツ曲線五エとの隔たり

は，肱と砿との差

　仇＿］匹＝．亙＿Σ攣＝Σ｝（コじ一ユ㌃），

　　　　　　　　　　　　　　η灘　　　　　　　　η必
　　　　　　　　　　　　々＝1，…，η　（1）

である．したがって，Lヱにおいては，平均か．ら

の偏差銑一房，ゴ＝1，…，ηの部分和（もしくは累

積和）

　Σ｝（∫一曲ゴ）＝Σ羅＋1（銑一7），んニ1，…，η

がデータの広がりを測る基本量である．

集中曲線

　次に，変数〃の集中曲線L塀は，直交座標

で

『η＋1個の点（肱，夙），た＝0，1，…，ηを順次

　直線補完した曲線』

として定義される（図1（b）参照）．

　〃のデータを昇順，降順に並べたものを，そ

れ，それ

〃（1）≦〃（2）≦…≦〃ω，〃ロ】≧〃121≧…≧〃【。1

で書き表せば，

盛一Σ麺　　η3ノ　　　　　η〃

≦肱≦唾＿Σ麺，々＿1，…，。
　　　　　　π〃　　　　　　　　　　　　π〃
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ただし，ρ＝（ρ1，…，ρゴ，…，勿）は（1，…，ゴ，…，

η）の順列，が成り立つ．この不等式から次の

事実がわかる．

　集中曲線L塀は変数ッのローレンツ曲線

恥と上からの累積シェアをとった〃のローレ

ンツ曲線との間にあり，必と〃の順位相関係数

の値が±1のとき，集中曲線五輝はローレンツ

曲線恥と一致する（正確には順位相関係数の

値が一1のときは上からの累積シェアをとった

恥）．つまり，ローレンツ曲線五〃は変数〃の

累積シェアの列の最小部分和と最大部分和に対

応するグラフであり，集中曲線L塀はこの2

つの曲線で囲まれた凸レンズ状の図形のなか牽

縫う曲線である．

　集中曲線L纏の場合も45度線は完全均等線

を表す．それは，〃、＝…＝〃πのとき，肱＝陥

＝々加となるからである．もとより，ここでの

完全均等は，灘の変化に対して〃が反応しない

という意味においてである．そして，変数躍と

4の相関が正の場合には完全均等を表す45度

線より下になる可能性が大きく，相関が負の場

合にはこの45度線より上になる可能性が大き

いといった意味で，集中曲線L輝は一種の相

関関係を表現している．

　このL塀の各線分の傾きは，形式的にはロ

ーレンツ曲線駈と同様で

　　　　幾≡除〒拳々一馬…・・

であって，その傾きは正である．ただし，蘇は

変数躍の順序で並べられていて昇順であるこ

とが保障されないので，傾きの単調性まではい

えない．

　ジニ係数と同様にして，45度の完全均等線と

集中曲線L塀とに囲まれた図形の面積の2倍

の指標を考えることができる．それを集中係数

と呼び，G脚で表す．ただし，面積の符号は，

完全均等線より下になっている部分を正，完全

均等線より上になっている部分を負とする．

　完全均等線と，L“．∫との隔たりは，

仇一丁一驚一鞭一｝，
　　　　　　　　　　　　々＝1，…，π　（2）1
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であって，〃が必ずしも昇順になっていないと

いう点を除けば，これも形式的にはローレンツ

曲線のときと変わりはない．

　特にデータに厳密な線形関係

　　　　〃f＝α＋β銑，ゴ＝1，…，η，

があるとすれば，評＝α＋βδであって，

　乙㌦＿肱＝βΣを（i≧一網f）

　　　　　　　　π〃
　　　　　＝β（房／97）（σ々一琉），

　　　　　　　　　ん＝1，…，η　　　　（2’）

が成り立つから，変数〃の集中曲線ム郷は，

完全均等線を基準にしてローレンツ曲線五ヱを

縦軸方向にβ（耐σ）倍したものに一致する．

このときの集中曲線L塀は〃のローレンツ曲

線五gとも一致することはいうまでもない（た

だし，β〈0ときは上からの累積シェアをとっ

た五の．（2’）式は第3節の議論の要になる関係

式である．

　ところで，実証研究では度数分布の形に組み

分けされた統計を使うことが多い．いま，

必の階層区分 度数 τの階層平均 Ψの階層平均

C1 五 躍1 ン1

… … … …

G ゐ エ‘ 鮎

… … … …

Cπ ム ∬4 〃η

のような形にデータがまとめられているとすれ

ば，各累積シェアは

仏一 髢ﾖ，砿一塁謙訊一蹴，

　　　　　　　　　　　　　　々＝0，…，η

となる．この場合の集中曲線五塀は，変数必

で階層化された順序に従ったときの変数〃の

累積シェアを表す．たとえば，「家計調査」にお

ける年間収入階級別の統計を使う際，（仇，砿，

肱）はそれぞれ累積世帯数割合，年間収入の累

積シェア，年間収入以外の収支項目の累積シェ

アとなるので，ローレンツ曲線は年間収入だけ

であって，他の収支項目に関するものはすべて

集中曲線になる．このようなわけで，利用可能

な統計データに制約のある実証研究では，ロー

レンツ曲線と呼んでいるもののうちには，事実

上は本稿でいう集中曲線であるものが多い．

　組み分けされたデータの集中曲線で不平等度

や集中度の分析をする場合，次の点に注意する

必要がある．

α）階層化に用いられた変数と集中曲線の変数

との間に強い正の相関があれば，集中曲線によ

っても不平等分析ができるが，ローレンツ曲線

に基づくときよりも不平等度の評価は過小にな

る．

う）階層化に用いられた変数と集中曲線の変数

との相関が弱いときは，集中曲線に基づく不平

等分析はミスリーディングな結果を導く可能性

が強い．

比率曲線

　変数〃の変数∬に対する比率曲線旗下は，

直交座標で

『η＋1個の点（砿，肱），々＝0，1，…，ηを順次

直線補完した曲線』

として定義される（図1（c）参照）．

　このL雛も点（0，0）と点（1，1）を結ぶ単調

増加の曲線であって，その各線分の傾きは

竪≡陰一嬬一繋，鳳…・・

である．各線分のこの傾きが，．対応する各個別

の比率鎌伽と全体の比率7妨＝（Σf〃ゴ）／

（Σf∬∂との比を表していることかち，次の事

実がわかる．

　2つの変数とが正比例しているとき，すべて

の線分の傾きは1となって，比率曲線L幽は

45度線になる．そこで，この45度線を正比例

線と呼ぶことにする．また，簸の増大に伴っ

て比率薩似が増加するとき，L幽は下に凸と

なり，そして簸の増大に伴って比率鰍忽が

減少するとき，L雄は上に凸となる．

　たとえば，変数必を所得，変数〃を税負担額

とすれば，累進税の場合は下に凸の比率曲線に，

比例税の場合は45度線の比率曲線に，そして

逆進税の場合は上に凸の比率曲線になる4）．

　なお，鮪＝…＝駒のときワ臨r彰η＝σ丸とな

るから，比率曲線乙爾はローレ7ッ曲線L濯に

帰着する．ただし，座標点は（σ髭，砿）ではな

く（yゐ，σ吃）である．また，〃1≧…≧飾の場合，

比率曲線は図1（c）の五躍より上に位置する．
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　比率曲線L顔においても，ジニ係数や集中

係数の考え方を適用して，45度の正比例線と比

率曲線とに囲まれた図形の面積の2倍で定義さ

れる指標を比率係数と呼んで，G露で書き表す

ことにする．正比例線より下の部分の面積の符

号を正とし，正比例線より上の部分の面積の符

号を負とするのも同じである．

　正比例線と比率曲線五一との隔たりは

距二一Σ箪LΣ二一Σ箪，
　　　　　　η」じ　　　　　　　　　η〃　　　　　　　　　　　　　　　η躍〃

　　　　　　　　　　　々＝1，…，η　　（3）

である．これが正比例関係からの乖離を測る量

であるという点については，次のように考える

と理解しやすい．

　（1），（2）式より，

　y』一肱＝（σ勘一肱）一（仏一砿）

　　　　　＿Σ拠L＿Σぐ（諺一：τゴ）

　　　　　　　　π〃　　　　　　　η灘

であるから，データに厳密な線形関係擁＝α

＋砺があると想定すると，

砿一肱一一・Σ面一・L望（σん一yゐ），
　　　　　　　η灘〃　　　　　　3ノ

　　　　　　　　　　　々＝＝1，。。。，η　　　　 （3つ

が成り立つ．ここで（σゐ一yん）≧0であるから，

比率曲線は，正比例（α＝0）のとき，正比例線

の45度線に一致し（砿＝肱），α＞0のとき，

45度線より上に（砿く凧），α〈0のとき，45

度線より下に（砿〉凧）位置する．そして，α

の絶対値が大きくなると，比率曲線は正比例線

から遠ざかる．この（3’）式も第3節の議論で

使われる．

　（3）式を行列式で表示して次のように解釈す

ることもできる．基本量にあたる分子は

Σぐ（卿一τ蟄）一Σfl欝1

　　一Σ篇（耽塘）一一Σ篇隣1

と表される．行列式の部分は2つのベクトル

（灘ら鮎）と（藷㌧歪7）の張る平行四辺形の面積に

等しく，∬と〃とが正比例していれば，その交

角は0となって平行四辺形の面積も0になる．

また，〃f瞬くグ妨のとき，つまり個別比率が全

体比率より小さいときは，その面積は正であり，
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齢似〉σ／房のとき，つまり個別比率が全体比率

より大きいときは，その面積は負である5｝．

3．弾力性の計測法と直線のあてはめ（図解）

　3種類の曲線，ローレンツ曲線Lエ，集中曲線

L四，比率曲線五脚に対して，3組のペア｛Lτ，

L舛｝，｛L躍，L雄｝，｛Lg，躍，五31のがある．このペ

アから，それぞれ弾力性の計測法を導くことが

できる．それを図によって示すことにする．

　1次式をg＝α＋禽とすると，〃の灘に対す

る弾力性η“は

　　　　ηシ＝（4シ侮）（必∠〃）一β（∬か）

である．2変数データ（端〃f），ゴ」1，…，ηが

この直線上に乗っていると仮定すれば，

　　擁＝α＋衡ゴ，ゴ＝1，…，η；27＝α＋β否

であり，平均まわりの弾力性はη臨β（副の

となる．したがって，（2’）式より

　　・一絵≡鴇一β争婦…・・一・

が成り立つ．つまり，データが直線上に並んで

いるとき，比率（σた一肱）／（σゼレ』）の値は

平均まわりの弾力性の値を表し，々の値に関係

しない定数である．平均まわりの弾力性計測法

はこの関係に着目することによって導出される．

さらに，（3’）式より

　　　絵≡畏一一黒々一勾…，炉・

が成り立つが，この比率もんの値に関係しない

定数である．

　図で考察することにしよう．図2（a）はロー

レンツ曲線毎と集中曲線L塀を組み合わせ

た図である．横軸に共通のσ，縦軸にy，W

をとってある．この図で，AB＝仏一レんノ1　C

＝仏心肱，BC＝画一倣であるから，比率
殴CIABが平均まわりの弾力性に対応する．ま

た，比率BC∠ABからは一α／gに対応する値

を読み取ることができる．厳密な線形関係が成

り立つとき，この2つの比率は々に関係しない

定数になるという事実から，次の基準が示唆さ

れる．すなわち，データに直線をあてはめる場』

合，それぞれの推定値として面積比を対応させ

ればよい，という基準である．この面積比基準
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（b）｛肋，L〃1躍｝

び　1

を適用すれば，図2（a）により，平均まわりの弾

力性ηの計測値を

　ガ1＝0“．エ／G躍，

そして，β，αの推定値を

　β、＝（G。．。／G。）（重7／諺），

　∂1ニ（（oエーG〃．躍）／G躍）・σ

とする方式が自然なかたちで導かれる．

　次に，

（4）

（4’）

1

V

0

C B

L〃窟

L∬

肱 （残）　砿

（c）｛L鰐・鵡L〃I」じ｝

αW　1

　　　　図2（b）はローレンツ曲線五躍と比率

曲線L雛を組み合わせた図であって，縦軸に

共通のy，横軸にσ，Wがとってある．この

図でも，ノ1B＝σr砿，

　ノ1C監ノLB十BC＝（こムーyん）十（砿一肱）

　　　＝乙㌦一画

であるから，比率ACIABが平均まわりの弾力

性を指し，比率BC〃1Bが一α／7を指す．こ

れにも面積比基準を適用すれば，弾力性ηの計

測値，β，αの推定値はそれぞれ’，

ガ、＝（G。＋G訓。）／G。，

　β2＝（（G厚内G雛）／G躍）（27／：τ），

∂、一一（G訓エ／ω・9

となる．

1

W

肱

0

（殉　砥　　砿 θ；y　1

（5）

（5ノ）

　最後の図2（c）は集中曲線、L塀と比率曲線

L瞬を組み合わせた図である．この図におい

ては，

　ノ1B＝∠4C－BC＝（こムー凧）一（砿一肱）

　　　＝σ鳶一壷，

であるから，同様にして比率、4C阻Bが平均ま

わりの弾力性に，そして，比率BC〃1Bが
一α／7に対応する．したがって，弾力性ηの計

測値，β，αの推定値は，面積比基準を適用し

て，それぞれ，

　ガ3＝Gg．エ／（0〃．ぼ一G訓躍），

　β3＝（G訂．エ／（o〃．躍一G訓τ））（重7／房），

　∂3＝（G閑臥／（o忽1∫一G翌．τ））・び

である．

（6）

（6’）

　以上に挙げた弾力性の計測法（4），（5），（6）の

相違は，結局のところ1次式の推定法の相違に

帰する．この3つの弾力性の計測法は，それぞ

れ（4’），（5’），（6’）によって1次式を推定したと

きの弾力性になっているからである．

　ところで．図解からも予想されるように，推

定された1次式はいずれも平均の点を通る．つ
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図3ジニ係数

　　（a）

防一1θ1

（b）

　集中曲線と弾力性計測法　　　　　　　　　　　　　　　　　113

　　　　　　あった．これら3つの係数を総称して集中指数

　　　　　　と呼ぶことにする．

　　　　　　ジニ係数

　　　　　　　ジニ係数は，多様な形の数式で書き表わすこ

　　　　　　とができる．ここでは図を利用して，共分散の

　　　　　　形の表現式を2つ導く6）．

　　　　　　　まず，図3（a）から始める．この図で，台形の

　　　　　　面積ノ舞の総和の2倍（2Σノ1∂から台形の面積

　　　　　　Gの総和の2倍（2ΣG＝1）を引算すれば，弓

　　　　　　形の面積の2倍，すなわちジニ係数αが求め

　　　　　　られ，る：

　　　　　　　　2Σf．4ご＝Σf（σ汁σ日）（積一y｝一、）

び　1　　　　　　　2Σfα＝Σf（α十ひ＿1）（ひ一α一、）

　　　　　　であるから，　　　　　　　　　　　　　　　　．

K
↓

　
耀

0

一
”

G、 B

L卯

まり，

（瑳．且）（胚）〔乃一1研
び　1

　　　　∂，＝歪7一β，評，ブ冨1，2，3

が成り立つ．したがって，β，，ノ＝1，2，3の推定

法の違いを検討すれば十分である．そのために

は，準備としてジニ係数G躍，集中係数G郷，比

率係数G蹴がいずれも共分散形式で表現でき

ることを示す必要がある．それが次節の課題で

ある．

4．集中指数

　完全均等線とローレンツ曲線で囲まれた弓形

の面積で格差・不平等度を測る指標とするとい

うジニ係数の考え方を，集中曲線と比率曲線に

適用したのが集中係数G忽．躍と比率係数G鵬で

　G∫＝Σf（σ汁ひ＿1）｛（必一14一、）

　　　一（こみ一研一、）｝

　　＝Σf（ひ十ひ一1）｛（ひ一、一国一、）

　　　一（ひ・一寸）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

が得られる．これが第一の表現形式である．

　次に，図3（b）に移る．この図では，台形の

面積Gの総和の2倍（2ΣCF　1）から台形の

面積B，の総和の2倍（2Σβ∂を引算すれば，

ジニ係数磁が求められる：

　　’2Σ招ゴ＝Σr（砿・＋瑳L1）（σ一α一、）

　　2Σfα＝Σ｝（14十瑳L1）（硲一瑳一、）

であるから，第二の表現形式

　　02＝Σf（砿・十砿L、）｛（二一巧一1）

　　　　一（σ一σH）｝

　　　ニΣf（Z・＋積・一、）｛（α一、一二一1）

　．　　一（ひ・一γ｝）｝　　　　　　　　（8）

が得られる．（1）式より

　（混一骸一1）一（ひ一研一1）＝（銑／（η房））

　　一（1／η）＝（八一τ）／（π診）

が成り立つので，（7），（8）式は，それぞれ

　α＝（1／〃」匠）Σf（ひ十ひ一1）（∬一房）　（7’）

　0濯＝（1ん房）Σf（稀＋罵一、）（銑一房）　　（8’）

となる．

　ところで，一般に，2変数zと諾の共分散は

　co〃（ろ灘）＝（1／η）Σ野（9一2）（銑一房）

　　　　　＝（1／η）Σ毎（即一房）

で定義されるから，（7’）式は

　9f＝（ひ十こみ＿1）／」匠二（2ゴー1）／（η房），
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　　　　　　　　　　　　ゴニ1，…，η

と置いたときのgと昇順に並べた∬の共分散

であることを意味し，（8’）式は

　9f＝（積・＋14・一1）／節＝（2Σ勧一躍f）／（η房），

　　　　　　　　　　　　ゴ冨1，…，π

と置いたときのgと昇順に並べた灘の共分散

であることを意味する．

　　Σf（2ゴー1）（τf一房）＝2Σfゴ（謬ゴー万）

が成り立つことに留意すると，（7〆）式は，変数

必とその順位の共分散を総和Σ㍑fで除して2

倍した量と解釈することもできる．

集中係数と比率係数

　集中係数と比率係数は，ジニ係数と同様に考

えればよいので簡単である．図3で，γを四

に置き換えれば，集中曲線L纏になる．した

がって集中係数G3．譜は，（7），（8）式から直ちに

　G面一Σf（α十σ凹）｛（1肌・一凧一、）

　　　　一（α一ひ一、）｝

　　　＝Σf（ひ＋ひ一、）｛（α一、一凧L、）

　　　　一（σ1－1の｝

　Gg．躍＝Σf（凧・十陥L1）｛（凧・一隅・一1）

　　　　一（σ一σ‘＿1）｝

　　　＝Σf（凧・＋凧L1）｛（ひ一1一凧・一1）

　　　　一（ひ一隅・）｝

である．さらに（2）式により

（凧・一凧L1）一（ひ一ひ一1）ニ（ンノ（擁7））

（9）

（10）

　一（1／η）コ（ルーシ）／（ηの

が成り立つから，（7’），（8’）式は

　Gン．躍一（1／罐）Σf（α＋α一、）（4一亘）　（9’）

　G“．エ＝（1／庵）Σf（1私・＋凧・一1）（〃ゴー7）（10ノ）

となって両式ともに共分散の形の式になる．

　次に，図3でσ，yをそれぞれγ，確に置き

換えると比率曲線五壇になるので，（7），（8）式

により，比率係数G醐は
　0忽1躍＝Σf（硲＋必一1）｛（1肌・一1贋L1）

　　　　一（積・一Z・一、）｝

　　　躍Σf（硲・十レニー、）｛（砺一、一1贋・一、）

　　　一（二一㈲｝

G訓躍＝Σf（凧・＋凧・一1）｛（夙・一夙・一1）

　　　一（y；・一二L1）｝

　　＝Σf（凧・十凧L1）｛（必一一琳一1）

　　　一（y汁凧・）｝

（11）

（12）

である．

　へ
　ここで，比率係数と他の2つの係数との関係

を表す式を示す．

　（y肩一二）一（y汁1の
　＝｛（σ1一一隅一1）一（こ乃一㈲｝

　　一｛（ひ一1一二一1）一（ひ一必）｝

　＝（1／罐）（〃一g）一（1／η万）（灘一房）

と（11），（8■）式より

　G訓躍二（1／ηのΣ空（i4＋Z・一、）（〃一の

　　　　一Gω　　　　　　　　　　　（13）

が成り立つ．同様にして（12），（10’）式より

　o訓エ＝oン．謬

　　　　一（1／η房）Σ野（陥・＋凧L1）（躍一万）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

が成り立つ．

5．直線のあてはめ（操作変数法）

　変数ヱに関して昇順に並べた2変数データ

（エf，鮎），ゴ＝1，…，ηに直線〃＝α＋β即をあては

める方式として操作変数法を採用すれば，βの

推定値6は

・一

ﾚ一灘　　＿Σ9ゴ（〃f一の
　　一Σ9f（銑一一」じ）

と書き表される．ただし，gは操作変数であり，

特に9f二銑と置くと普通の最小2乗法に帰着す
る7｝．

　第3節で得た3つの推定値β，，メ＝1，2，3は

どれもこのみの型になる．それを示すことに

しよう．

　まず，（4’），（7），（9’）より

瓦一（G塀G躍）（9／房）

　　　Σf（研十σご＿1）（〃一グ）

　　　Σf（ひ十σH）（銑一∫）

　　＿Σfゴ（齢一シ）
　　一Σfゴ（銑一房）

となる．これは，変数謬の順位を操作変数とし

たケースで，Durbinの操作変数法である8）．よ

って，（4）の弾力性計測法は，Durbinの操作変

数法で1次式をあてはめたときの平均まわりの

弾力性を計測する方法ということになる．
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　β2，β3については次のとおりである．

（5’），（8，），（13）　よ　り

鳥一（oエ十G酬濯　　Gエ）㈲

　　＿一　　一Σf（積・＋玩L1）（躍一房）

（6’）（10〆）（14）よ　り

属一（⊥o脚一Gン1躍）㈲

　　　ΣぐG肌・＋凧一、）（〃一の
　　　Σf（凧・＋1贋・一1）（銑一分）

　よって，（5），（6）の弾力性計測法は，操作変

数法によって1次式をあてはめたときの平均ま

わりの弾力性を計測する方法である．そしてそ

の違いは，操作変数として∬の累積シェアを使

った

　9f＝必＋必一1＝（2Σ勧一：rゴ）／（η評），

　　　　　　　　　　　　ゴ＝1，…，η

を選択するか，〃の累積シェアを使った

　る＝i屑・＋1贋L、＝（2Σ｛ルゴー齢）／（ηの，

　　　　　　　　　　　　ゴ＝1，…，η

を選択するかにある．

　ここで，（2’）の関係を直接適用して得られる

操作変数法についても簡単に触れておく9）．

（2’）より

瓦（ん）一絵≡瞥㈹一蕪器

　　　　　Σ羅＋、（y一の
　　　　　Σ羅＋、（銑『一∬）

々＝1，…，π一1，なる型の推定値が考えられる．

これはg1＝…＝亀＝一1，織＋1＝…＝亀＝0，ある

いはz1＝…＝為＝0，g々＋1＝…＝gπ＝1と置いた

操作変数法に相当する．んに関する分母の最大

値は平均に近い順位のときであるから，

　甥α簸Σ｝（房一：のニΣr（あ一：rf）

　　　　　　　　＝（Σfl銑一副）／2，

　ただし，吻は伽≦房く伽＋、なる謬の順位

であって，このタイプの操作変数と灘の共分散

を最大にする推定値はβ4（彫）である．

　ローレンツ曲線L躍における凸レンズ部分の

厚さを縦軸方向に測ることにすれば，（2’）より

次の推定値が得られる．

属（ん）一病≡聡辛激三1≡撫（σ／房）
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　　　　　（η一鳶＋1＋…十η）一（1＋…＋々）
　　　　　（」σπ一鳶＋1十…十謬π）一（銑十・・ボ＋簸）’

　　　　　　　　　　　　　　々＝1，…η一1，

この分母は，上位100×（々／η）％の和と下位

100×（々／η）％の和との格差であって，操作変

数を，瑚＝…＝為＝一1，gπ＿々＋1＝…・＝gη篇1，そ

して，々＜［η／2］のとき，亀＋1＝…＝gπ＿舟＝0と

置いたケースにあたる（ただし，［］はガウス記

号）．たに関する分母の最大値は々＝［η／2］のと

きで，このとき

　　（灘【（。＋3）ノ2】＋…＋∬。）一（τ、＋…＋∬【。，2〕）

　　＝（Σ翫ご一包θ4D／2，

　ただし，〃z24はメディアンであり，　Waldの

方法になる．また，ん＝［η／3］のときは，Bart－

lettの方法になる．

6．むすび

　本稿では，集中曲線を利用すると一連の弾力

性計測法が得られ，るが，それらはすべて，操作変

数法で1次式をあてはめたときの平均まわりの

弾力性の計測法に帰する，という事実を指摘し

た．これは，集中曲線から得られる操作変数法

の一つのクラスを提示したということでもある．

　最後に，租税関数への応用例として，Ka・

kwani（1977a）とSuits（1977）の累進度尺度につ

いて述べておこう．躍を所得，〃を税負担額と

し，Kakwani尺度を1（，　Suits尺度をSで表

す．本稿の記号を使えば，

　　　　κ＝Gy．エー。躍，　s＝G露

である．この2つの尺度を修正して

　　K＊＝（κ／G。）＋1，S＊＝（5／G∂＋1

とすれば，（4），（5）により両者とも弾力性（税負

担累進度）を測っていることになる10｝．修正し

た新尺度のK＊，S＊は元のK，　Sに比べて次の

利点をもっている．

の計測値が弾力性であるから，その数値自体

に意味がある．

∂）1次式の租税関数を想定することが妥当で

ない場合，K＊，　S＊で累進度を計測するのには

無理があるという点で尺度の適用限界がはっき

りしている．

　　　　　　　　　　　（法政大学経営学部）
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　注
　＊　本稿は田口時夫教授（統計数理研究所）に負うと

ころが多い．記してお礼申し上げる．本稿には，平成

4年度法政大学特別研究助成を得た部分がある．

　1）本稿では，これら3種の曲線の総称としても集

中曲線という用語を使う．この節で述べる枠組みは田

口（1984）によってとられたものである．比率曲線の名

称も同書による．

　2）本稿の図はいずれも概略図にすぎないので，折
れ線でなく簡単な曲線で描いてある．

　3）majorizationの概念によれば，ローレンツ順序

は，submajorizeかつsupermajorizeとして捉えられ
るので，下からと上からの累積シェアを組み合わせた

凸レンズをローレンツ曲線とするほうがよい．ma－
jorizationについてはMarshall　and　Olkin（1979）を

参照．

　4）Suits（1977）は，この特徴に着目して比率曲線

を租税累進度の計測に応用している．

　5）　このような考え方は田口（1984）でなされている．

ローレンツ曲線や集中曲線五塀についても同様な扱
いが可能である．

　6）　ジニ係数のその他の表現については，David
（1981），Stuart　and　Ord（1987）を参照．

　7）本稿の範囲の操作変数法に関してはJonston
（1984）で十分である．以下で述べるDurbin，　Wald，

Bartlettの方法も同教科書に載っている．

　8）これは豊田（1986，1987）で指摘した．01kin
and　Yitzhaki（1992）でも指摘されている．

　9）　このことは豊田（1988）で指摘した．

　10）　この事実は理論・計量経済学会1988年度大会

で報告した．なお，比例税のときに0となるように基
準化するとすれば，K＊＝（幻0エ），S＊＝（S／砧）でよ

い．
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