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1．　　　　序

　多くの統計量は、時間の変化に伴なつて変動している。例えば、太陽の黒点

数にしてもそうであるし、又経済諸変数も又同様である事は周知の事実であろ

う。勿論、之等の変動要因は根本的に異つたものであろうが、その分析の矛一

歩として数学モデルで表現しようとする試みは当然生じて来べき共通の問題で

ある。

　先ず矛一に考えられる数学モデルは、之等の変動を周期函数の合成函数とし
　　　　　　　　　　　　駐1
て表わさんとする試みであり、A．Schesterの一連の論文は、この代表的な一

例であろう。

　しかし、現実のデーターが、厳密な周期函数によつて表わされるとする仮定

は、あまりにも厳格であるとの批判を、まぬがれる事は出来ない。従つて、変

動の説明に確率的要素を導入した事は有意義な事であつた。その方法の才一は

現実データーの値が周期函数の部分とラソダムの変数の和として表わされると
　　　　　　　　　　　　
の仮定であり、H．Woldに依つて「Hidden　Periodicity」に依る方法と名附

けられたものである。しかしこの仮定にしても、やはり前述の非難iをさける事

は出来ない。

　矛二の方法はG．Yuleによつて始められた「線型確率定差方程式」に依る

ものがある。即ちこの方法に於いては、現実データーの価が、一定規則に従つ
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たランダム変数の合成変数であると考えるわけである。今データーの価を工川

平均0のランダム変数をu川とすれば、

　　　　エ（tl＝bnu｛t）十blu（t－1）＋……＋bku（t－k）十……　　　　　　　（1．1）

なる関係で表わされると仮定しよう。この場合工（t）は0のまわりを、周期函数

に似た曲線をえがいて変動する事が証明される。さてある数学的条件の下で

（1．1）は

　　　　エ｛t）十a1エ（t－1）十・…　→－akエ（t－k）十・…　＝u｛t｝　　　　　　　（1．2）

の形に変形出来る。こムで（L1）でbk＝0（k＞k。）なる時、　k。次の移動平均

系Scheme　of　moving　auerageといふ又（1．2）に於いてak＝0（k＞k・）な

る時k1次の自己回帰Scheme　of　autoregressionと呼ぶ事としよう。

　之等の諸研究を「定常確率過程」Stationary　stochastic　processの立場で

まとめたのがH．Wold（1938）であり、其後のこの分里∫に於る諸研究は、確率

論に於るスペクトル理論と相まつて発展の一路をたとつている。

　他方計量経済学の分野に於ては、景気変動論との匪聯で取り上げられ、特に

1946年のH．Mann＆A．Woldの論文「線型確率定差方程式系についてJは定常

時系列分析を多変数の連立確率定差方程式の分里ごに拡張し、今日のモデノレの最
　　ゆる
尤推定法の基礎を作つた事は、注目すべき事であろう。

　本論では2、3に於て定常確率過程の前提を論じ、4に於てその応用の一例と

して、計量経済学ではあまり注目されていない検定論の問題を取り扱おう。

〔註1〕Schesterの理論の紹介はT．　Davis（1941）The　Analysis　of　Economic

　　　Time　Series参照

〔註2〕Wold（1938）

〔註3〕（）内の価はその存在する時点を示す

〔註4〕母集団の密度匝数がf（x；θ）で表わされるとしよう。但しθは密度薗数

　　　を決定するパラメーターである。さてこの母集団からNケの標本（Xl

　　　X2……Xコ）を取り出し、その同次密度函数をf（XIX2・・－X。；のとする。

　　　今＝L＝f（XIX2……Xn；θ）をθの碩数とみなした時Lを尤度likelihood

　　　といい、それを最大ならしむるθの推定値を最尤推定値という

2．定常確率過程の前提

　Nヶの確率変数よりなるベクトルを
　　　　X三≡t〔x1｛t）x2｛t｝・・…・xロ｛t）〕

で表わし、Xtの系列｛Xt｝（t＝0±1±2－）を考えよう。この場合｛Xt｝は
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　（離散）確率過程という。更に｛Xt｝が（弱）定常であるとは

　　　　E〔Xt〕＝M　（一定）　　　　　　　　　　　　　（2．1）

　　　　E〔（Xt－M）’（Xτ一M）〕：＝V（lt一τ1）　　　　　（2．2）

の条件を満す事をいう。こふで’はベクトル又はマトリツクスの転置形を示し、

Mは定数を要素とする（ln）ベクトル、　V（lt一パ）は分散共分散マトリツクス

がlt一τ1にのみ依存する事を示す。さてこふでlt一τ1：＝0とすれば

　　　　E〔（Xt－M）’（Xt－M）〕＝V（0）　　（一定）　　　　　（2．3）

となり、従つて

　　　　E〔｛エi（t））｝2〕＝一定　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

の結論が出る。即ち定常性の要求するものは

　1．平均値一定

　2．分散一定
の仮定である。この様な仮定は、少なくとも短期的には、多くの自然現象に当

てはまるものであるが、経済現象にとつてはあまりにも厳格である。之を回避

する方法として、今迄とられて来た方法が、いわゆる「｝レンドの除去」とい
　　　　　　　　註1
われるものである。　さて（2．1）の仮定をゆるめて

　　　　E〔Xt〕＝Mt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）

としよう。但しMtはtに依存するペク｝ルで

　　　　Mt≡…〔沈1（t｝7π2｛t｝……仇n（t）〕　　　　　　　　　　（2．6）

　　　　ηしi（t｝：＝E〔エi（t）〕　　　（i＝12……n）　　　　　　　　　（2．7）

で表わされる。こふで（2．2）を一般化して

　　　　E〔（Xt－Mt）ノ（Xτ一Mτ）〕＝V（lt一τ1）　　　　　　（2．8）

ならば、Mtのまわりに同一分散の変動を示すであろう。　この考えに依るもの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
が過去に行われて来た減法を用いたトレンド除去法であり、テイントナーの

Variate　Di∬erence．Methordもこの一種であろう。之に対して変動の大きさ

が、平均値の大きさに比例するとの考えから7πi｛t｝や0（i＝1・2…n）に対して

　　　　x，一（」τ1｛t）　　　　　」ご2｛t）　　　　　　　　　　」τn｛t｝7π1｛t）　仇2（t｝　　　7π。｛t｝）

　考えよう。1で〔1，11・・…・1〕のベクトルを示せば

　　　　E〔Xt〕＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

　　　　E〔（Xt－1）’（Xτ一1）〕＝V（lt一τD　　　　　　　　（2．10）

を仮定する除去法もある。

　いずれの方法を取るにしても、平均値の時間的変化を経済変動より分離し得
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るとの仮定があり、この点に激しい批判があびせられている。

　本論ではこの問題は後にふれる事として、以下トレンドを除去した変数につ

いて取扱う事としよう。

　さてトレンドを除去した変数は平均値一定であるから、簡単な変数変換に依

り平均0の確率変数ベクトルと考える事が出来る。之を新たにXtで表わす事

としよう。従つて

　　　　E〔Xt〕＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．11）

　　　　E〔Xt’Xτ〕＝V（1t一τ1）　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）

となる。

　こふで定常過程の重要な一形態を考えよう。　utで

　　　　　　　　Ut≡〔U1｛t）U2｛tl・・…・Unlt｝〕

　　　　E〔Ut〕＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）

　　　　E〔Ut／Uτ〕＝δtτ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．14）

なる正規変数ベクトルを考えよう。こふで

　　　　δtτ＝0（tやτ）

　　　　　＝1（t＝τ）

を示す。更に　ゲRで

　　　　ε一Rエi｛t）＝工（t－R）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．15）

なる演算を表わす事とし、1で（n，n）単位行列

Ai（i＝1，2…P‘）で（n，n）行列を示す時

　　　　〔1＋A1ε一1＋A2ε一2＋…＋Apε一P〕Xt’＝Ut’　　　　（2．16）

は一般化された自己回帰系をなすという。特に左辺に於いて

　　　エi（t－R）＝AiP－R（i＝1，2…n，　R＝0，1，－p）　　　　　　（2．17）

と代置し、左辺＝’0と置いた場合のn元P次方程式の根一一之を特性根とい

う一の絶体値が1より小なる時、その変数間の分散・共分散の確率極限は存

在し、又そのパラメーターの最尤推定値は一致性及漸近有効性を有する事が証

明される。　（Ma皿＆Wald：1946）もしこの条件が満足されるならば、之は定

常過程分析の一部に他ならず、この前提は3の展開に重要な地位をしめるもの

である。

〔註1〕　　多くのトレンドの定義は数学的表示をしていないものが多い。本論では

　　　　平均値函数とトレンドを同一視するが、之はいわゆるトレンドの定義より

　　　　はや～広い範囲にわたるものである。

〔註2〕　　Tintner（1940）the　Variate　Difference．methord．
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3．経済モデルと自己回帰系

　以上進めて来た理論はまつたく形式的なものであつた。しかも、もし之等の

形式に経済学的理論が追加されるならば、過去に形式理論の中で完成された技

術は、そのまS計量経済学に於て有効な力を発揮する事となろう。

　経済理論に於ては先ず与件を設定し、その与件に仮説を与え、その前提の下

で諸変数間の決定関係を論ずるわけである。しかし計量経済学に於てはこの様

な仮定は許されない。経済変数は、　（与件の条件を満しているとは限らない）

与件の変数の影響を受けているのである。この問題を解決する一方法は内変数

と外変数との区別であろう。即ち経済モデル内で説明され得る変数を内変数、

内変数には影響を与えるが内変数にかふわりなく決定される変数を外変数と呼

び、内変数ベクトル、外変数ベクトルを

　　　　Yt≡〔〃1（t）汐2（t｝……〃n（t）〕　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

　　　　Zt≡　〔Z1（t）Z2（t）……Zm（t）〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

で示す事としよう。Ai（i＝0．1…P）　Bi（i＝0，1・－q）　でそれぞれ　　（n　n）

（nm）。マトリツクスを示す事とし、更に（2．15）の記号を用いて経済理論が

　　　　　〔A。十A1ε一1十……十Apε一P〕Yt，十　〔B。十B1‘1十……

　　　　　　　　　　　……十Bqε一q〕Zt’＝0　　　　　　　　　　（3．3）

として表わされたとする。こムで少くともA。は素特異マトリックスであると

する。

　この経済理論から説明される被説明変数は、現実データーに於いては、モデ

ルに含まれない数多くの説明変数の影響を受けているものと考えられる。

　之等の変数の総合効果が平均0の非特異正規変数Utで表わされるものとし

て、之を（3．3）に導入すれば

　　　　　〔A。十A1ε一1十……十Apε一P〕Yt’十〔B。＋B1ε一1＋……

　　　　　　　　　　……十Bqε一q〕Zt，＝Ut’　　　　　　　　　（3．4）

となり両辺にAo弓を左乗すれば

　　　　〔1十A1ゲ1十……十Apε一P〕Ytノ十〔Bo十B1ε一1十……

　　　　　　　　　　　……十Bqε一q〕Zt’＝Ut　　　　　　　（3．5）

となる。但し

　　　　Ai＝Ao←1Ai　　　　　　　（i＝1，2……P）

　　　　Bi；Ao－1Bi　　　　　　（i＝1，2……q）

　　　　Ut＝A・－1Ut　　　　　　　　　　　　　　　　である。

　こふで（3．5）を（3．4）の誘導形Reduced　formと呼ぶ事とする。
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　さて（3．5）に於ける統計的推測結果より（3．4）を推測する為には（3．5）

より（3．4）への変換が「各要素を一定倍するという無意味な変換以外の変換」

が生じない様な制約条件が（3．4）に対して課されなけれぱならない。　これが
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぽ　
アイデンテイフイケイションの問題と呼ばれているものである。こXではアィ

デンテイフイケイションの条件を満足しているものと仮定して誘導形に対する

推測理論を考えよう。

　さて計量経済学に於ける分析法の有力な手段は最尤推定法に依る方法である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　
これは先に述べたMa皿＝Waldの方法をKoopmans＝Rubin＝Leipnikが

外変数を含む場合に一般化したものであり、その壮本的性贋は定常過程に於る

分析法であるといえる。即ち最尤推定法が標本理論で重視される性盾は、その

一致性（標本数が大なるにつれて、標本よりの推定値が母集団に於ける真の値

に確率牧敏する事）にあるのであるが、之が先に挙げたモデルに成立する為に

は次の仮定が必要である。

〔仮定3．1〕　　　（3．5）に於いて内変数に関する定差方程式の特性根は1よ

り小である。

〔仮定3．2〕　　　外変数の標本共分散

m・・…（1）（・・T）一。≒ゴZ。（・一・）（・一・）　（3．6）

　　　　　　　　　　　t一τ，，
　　τ”＝min（τ、τ’）

はT→。。に於いて有限値に確率牧敵する。

〔仮定3．3〕　　（3．5）におけるutは

　　　　E　〔Ut〕＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

　　　　E〔Ut’Ut〕＝δtτΣ　　　　　　　　　　　　　　　（3．8）

なる正規変数で

　　　　E〔Ut’Zt〕＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

を満す。

　〔仮定3．3〕の正規性の仮定については、き過去に充分に論ぜられて来たとこ
　　　　　　　　　　　　　　　　　る
ろであるから、こふでは取り上げない。　又（3．6）の仮定は外変数の定義か
　　　　　　　　　にな　　
ら要求される仮定であろう。

　さて〔仮定3．1〕は、明らかに定常遣程分析下における自己回帰系のそれと

同じであり、経済モデルの立場からいえば牧敏系をなす事を示している。

　次に〔仮定3．2〕を検討するに当つて外変数が線形確率定差方程式で決定さ

れると仮定してみよう。この考え方は少くなくとも矛1次接近としては認めら
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るべきであろう。経済モデ〃内に含まれる外変数ベクトルをZt、　Zt決定に重

要な役割を示すが、経済モデルには含まれない外変数ベク｝ルを｛Z〕tとし、更に

　　　　　Zt≡〔②t，〔Z）t〕　　　　　　　　　　　　　　　（3．10）

を表わすとすれば、線形性の仮定から

　　　　　〔1＋D1ε一1＋…………十DRビR〕zt＝Wt’

によつて②tが決定されるとしよう。こふでWtはUtと同様の正規変数で、

（3．6）より

　　　　E〔Ut’Wt〕＝・0　　　　　　　　　　　　　　　（3．12）

を満すものとする。さて、仮定3．2を満す為にはMann＝Waldの結果から、

（3．8）の特性根の絶体値は1より小でなければならない。即ち（3．11）は定常

過程が自己回帰系をなす場合と同一の仮定を満しているといえよう。

　さて以上示した如くコールズ・コミツシヨン流の分析は本贋的に牧載系のモ

デルを発展せしめたものであり、もし平均値一定を仮定すれぱ一定水準で振動

を示すに過ぎない。しかるに現実データーは明らかな平均値の変化、特に上向

きの移動一仮にこれを「成長トレンド」と呼ぶ事とする一が見出される。

この問題をいかに解決すべきであろうか。

　これは極めて困難な問題であるので、こふではその一つの試みを述べるに止

めて置こう。我々がよく経験する事であるが、内変数のみで自己回帰モデルを

形成した場合、推定されたパラメーターは、その特性根を1より大ならしむる

事が多いが、之に若干ケの外変数が追加された場合、その特性根を1より小な

らしむる傾向を有する。さてこの様な方法で外変数の追加により特性根のすべ

てが1より小となつたモデルを考え、それが（3．5）の形になつたとしよう。両

辺の期待値をとれば

　　　　My（t）≡〔My（1）（t）My（2）㈹……My（。）（t）〕

　　　　Mz（t）≡≡〔Mz（1）（t）Mz（2）（t）……Mz（m）（t）〕

　　　　My（i）（t）＝E〔Yi｛t）〕（i＝1・2・…・・n）Mz（i）＝E〔Zi（t｝〕（i＝・1，2……m）

なる時

　　　　M，y（t｝AIM／y（t－1）十……十ApM’y（t－P）十BtM’2（t｝

　　　　　　　十BIM／2（t－1）十……Mz’（t－q）＝0　　　　　（3．9）

なる関係が成立する。ここでM2｛t｝＝一定とすれば、少なくとも「成長のトレ

ンド」は生じない事は単純な定差方程式の理論より明らかであり、従つて「成

長のトレンド」は、一構造の破壊なき限り一外変数の｝レンドに依存する。

従つて外変数のトレンドにある仮定がなされれば、そのパラメーターを推定し
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（3．9）を解く事に依つて内変数のトレンドを求める事が出来る。

　勿論この背後にはトレンドとサイクルが分離出来るとの仮定はありこの欠点

に対する批判はまぬがれない。之を解決する為にはより積極的な理論が必要で
　　註6
あろう。

　〔註1〕　　KooPmans　Rubin＆Seipllik；“measuring　equation　system”KooP－

　　　　　mans　（ed）　（1950）

　〔註2〕　　右同133頁以後

　〔註3〕　　印刷を簡単にするために、サフィツクスのサフィツクスは〔〕の記号

　　　　　の中に入れた。

　〔註4〕　　この批判についてはG．FRoos（1934）がある。

　〔註5〕　　この条件で逆に外変数を定義する場合がある。

　〔註6〕　　マルコフ過程を使用する分振は有望なもの～一つである。

4．定常過程分析の応用一検定論の導入について

　さて、3で論じた様な方法で、経済モデルを定常過程の分析法と結合せしめ

た場合、後者に於ける統計理論は、前者に対して大きな効果を示すであろう。

既に述べた推定論上の問題は、既に認められたところであり、又その最大なも

の入一つであろう。本節では今一つの例として、経済モデルに於ける変数選択

の問題を示そう。勿論こふでは、定常過程の応用上の制限を経済モデルは満し

ていると仮定する。さて簡単な一例として、国民所得が

　　　　Yt十aYt－1＝Ut　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）

の形に従うか、又は

　　　　Yt十aYt－1十1）Yt－2：＝Ut　　　　　　　　　　　　（4．2）

に従うかの決定問題が生じたとしよう。これはb＝0の検定に他ならない。こ

の様な問題に一つのヒントを与えてくれるものは1951年のP．Whittleの「時

系列分析に於ける仮説検定である。この論文の考え方を経済モデルに適用し得

⊃形に一般化して以下論ずる事とする。勿論、本論の主題がこの問題に存する

わけではないから細述は別の機会にゆずつてその大綱のみを示す事とする。

　表記法を簡単にする為にXt≡〔Yt　Zt〕で表わす事とし、この分布を決定

するパラメーターをθで表わす事とする。更にXtをTケの時点にわたつて観
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よ
察した価をX≡〔XIX2…XT〕で表わそう。今θの充足推定量をCで表わし、

この推定の為にXの一部を消費し、その残りが工で表わされるとしよう。こ

の時のθが与えられた場合の条件附密度函数をf（言Clθ）で表わす事とす
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る。更にθの先験的分布をh（θ）で表わせばベイズの定理を用いてθと独立

な密度函数

　　　　・・（・）一／彊£、：x　　　　　（…）

が得られる。しかるにh（θ）の形を我々は知る事は出来ないからf采国は求め

る事は出来ない。しかるにwhittleはTが大なるにつれてh（のの影響が小な

る事を主張して

　　　　f帯（x）ocf（XIθ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）

に依つて近似せしめ得る事を明らかにした。但しこ入で∂はθの最尤推定値

である。この仮定を肯定し之を3で考えたモデルに適用しよう。さて、Ut及

びWtの分散共分散マトリックスを各々Σρで表わし、　ll　‖で行列式の符

号を示せば
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　f＊（YZ）o（（13　1×lX～1）一』2－一

なる結果が得られる。但しSはそのモデル内に含まれるパラメーターの数Tは

観察時点数である。

　さて以上の準備の下で本節初頭にかふげた問題に移ろう。3で考えたモデル

に対して若干ケの説明変数ベクトルの追加の効果を考える事とする。変数を追

加する前のモデルに於けるパラメーターと独立な才度をfo（YZ）とし説明変

数ベクトルを追加した後のそれをf1（YZ）で示す事としよう。このf・f1に

対して尤度比検定法と呼ばれている方法を適用する。即ち検定函数を

　　　　λ＝fo／f1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）

と定めれば0≦λ≦1なる事が証明される。説明変数の効果が極めて小である

ならぽλ≡r1となるから、λの密度函数夕（λ）に対して

　　　　∫0λ゜θ（λ）dλ一・　　　　　　　　（4．7）

なるλ・を定め、λが（0，λ・）中に入れぱ、有意水準αで「変数追加の効果は

無い」ζの仮説を棄却する事とする。さて（4．5）を（4．6）に代入すれば、2

は内変数のモデルには依存しないから

　　　・㏄・一（1瓦・日引）男／引2①ll曾1）≒製

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．8）
Tがs1－soに対して充分大ならば

　　　　・与（唇計ド

となりλ’は外変数の決定機構とは独立である。　最後にλ’の分布が求められね
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ばならないが、これは1952年にwhittleが導いた定理を応用するのが有効で

ある。即ちTが充分大なる時

　　　　・・一ヱ芸玲1・9胎一21・9ガ　（・…）

は漸近的に自由度S1－S。のX2分布をなす。かくて検定は完成された。

〔註1〕　　Cがθの充足推定値であるとは結合密度函数f（x1…Xaiのが

　　　　f＝g1（cのg2（x1……Xn）の形に書け、　g2がθと独立なる事をいう。

〔註2〕　　ベイズの定理の利用にはR・A・Fisheτ一派の反対がある。

〔註3〕　　Whittle（1951）

〔註4〕　　Whittle（1953）の論文を一般化する事に依つて求められる。

5．　結　　　　論

　本論で述べて来た事は一部を除けば特に新しい主張はない。むしろ定常時系

列解析に於ける制限条件を明らかにし、もし経済モデルがこの条件を満し得る

様な形にし得るならばその技術的効果が大なる事をのべて来たのである。

　しかしそれと同時に、既にのべたごとく、定常性の仮定にはさけられない限

界があり、之を乗り越えるにはエボルーテイブな確率過程の研究が必要であろ

う。今後の研究テーマとして取り上げたいと思う。終りとなつたが本論を一読

御批判下さつた宮川公男氏に感謝の志を表させていた父きたい。
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